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第 一 章 广义 函数 与 Sobolev 空 间 
$1 广义 函数 的 概念 、 基本 空间 


当 我 们 不 再 局 限于 连续 函数 类 中 讨论 偏 微 分 方程 时 ， 首 先 遇 
到 的 问题 是 怎样 把 函数 的 概念 以 及 方程 解 的 概念 拓 广 ,为 此 ,在 本 
节 中 引入 广义 函数 的 概念 ， 它 的 严格 的 数学 基础 是 L, Schwartz 
等 人 在 本 世纪 四 十 年 代 末 黄 定 的 。 
Schwartz 的 广义 函数 又 称 为 分 布 ， 它 是 作为 泛 函 引入 的 。 
为 了 说 明 广义 函数 的 概念 ， 我 们 先 考察 (a,6)CR! 上 的 函数 。 设 
fx) EL:(a,b), 
则 它 以 下 列 方式 定义 了 工 :(a,5) 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 


b 
Fo) = | fl) ax, Vo(z) ELab), 《1.1) 


反之 ， 根 据 泛 函 分 析 的 知识 知道 ， 对 于 工 x(a;,8) 中 的 任意 一 个 线 
性 连续 泛 函 ， 都 有 唯一 的 函数 f(x) EI?*(a,b) 与 之 对 应 ， 并 能 将 
此 泛 函 表现 为 (1.1) 的 形式 。 因 此 ， 在 (1。1) 的 泛 函 表现 形式 下 ， 
”Li 函数 与 工 !(ayb) 空 间 上 的 泛 函 可 以 看 成 是 一 样 的 。 

但 如 果 考 察 L* (a,b) (p>2)。 情 况 就 不 同 了 。 那 时 根据 泛 函 
分 析 知 道 , L “(4,5) 中 的 也 数 均 可 按 (1.1) 形 式 定义 一 个 L? (a,b) 
上 的 线性 连续 泛 函 ， 而 工 *(ay,8) 上 的 线性 连续 泛 函 也 必定 可 表示 


为 D(z,b) 中 的 函数 (此 处 《满足 步 + 二 =1 )。 若 力 >2, 则 必 有 有 


4<2<Pp， 于 是 "(a,5) 上 的 泛 消 要 比 不 空间 的 序数 类 更 广 。 如 
果 我 们 只 将 工 ?*(a,8) 的 元 素 称 为 “函数 ”， 那 末 ， 通 过 构造 线性 
连续 沁 函 ， 就 可 以 得 到 一 些 “ 三 义 的 函数 ”。 


如 果 考 察 性 质 更 好 的 通 数 空间 ， 例 如 考察 [a,b] 上 的 连续 通 
数 空 间 Cfa,5J]J， 这 时 ，L'i(a,5) 中 任 -一 了 数 ， 仍 可 按 (1.1) 定 义 
一 个 CFe, 纪 上 的 线性 连续 泛 范 ， 但 反 过 来 ，Creyo9 上 的 线性 连 
续 泛 函 却 不 一 定 可 以 用 常 义 函数 /EL'(a,b) 表 为 (1.1) 的 形式 。 
例如 ， 若 0E (ap ， 定 义 泛 函 为 

FFC2)=92(00)， VPECLa, bY (1.2) 
则 它 是 一 个 线性 连续 泛 函 。 事 实 上 ， 若 有 2,(xz) ECre, 执 ， 满 足 
le,Cx) era = .max |9,(x) | 一 0， 


则 五 (9,) = 9,(0)->0， 所 以 (9) 关于 9 是 连续 的 。 但 是 ， 却 找 
不 到 一 个 通常 的 可 积 国 数 f(x)， 使 


| rowceoaz= 900), Vo EC[e, 的 ， (1.3) 
我 们 用 反 证 法 来 证 明 (1.3) 不 可 能 成 立 。 事 实 上， 假若 有 这 样 的 
六 数 f(x) 存 在， 任 取 c,d, 满足 0<c<d<bs<min(c,b 一 d)， 


则 对 于 [c,dJ 上 的 任 一 连续 函数 8 ， 作 

($2) xErcyd] 
[etey(e)y xEerc-e,e) 
B(x) = 1 | i 
a pd) : XEfdsd+8d. .~ 


\0 苦 他 ， 
则 我 们 有 Cx) E Cra,b1,#.(0)=0, .县 


| 人 pweowx- | .reosooaz| 
<(| + 上 | )eowcoldx 


Smax( oO yD D+) )Ucoler 


四 | .fo%coaz= % (0)=0， 所 以 


[epgenar| <maxl Ge) 1, lg 


。 (| .+ | fe ldx，, 


根据 积分 的 绝对 连续 性 知 右 端 在 s 一 0 时 为 零 ， 而 左 端 与 无 
关 ， 故 
| fy dx= 0。 


因此 ，j(xzy) 在 [cd 中 为 零 。 由 cd 的 任意 性 知 ， 帮 在 (0,2) 中 
. 为 零 ， 同 理 它 在 (a,0) 中 为 零 。 又 由 于 原点 一 点 仅 具 有 零 测度 ， 
故 又 可 得 

人 .reowcoax= 0 


对 一 切 9Y(*)ECfa, 纪 成 立 。 但 对 (1.3) 而 言 这 是 不 可 能 的 。 这 个 
矛盾 就 说 明 泛 了 本 (1.2) 无 法 用 当 义 的 可 积 函数 表 示 。 
(1.2) 式 所 表达 的 证 函 是 “广义 函数 ”的 一 个 典型 例子 ， 它 
称 为 6 函数 ， 关 于 它 的 性 质 以 后 会 作 较 多 的 介绍 。 通 常 ， 对 于 一 
个 给 定 的 函数 空间 ( 例如 C[La,5] 》， 可 以 由 常 义 函 数 通 过 (1.1) 
决定 该 函数 空间 上 的 一 个 线性 连续 泛 函 。 从 而 可 以 将 常 义 活 水 视 
为 线性 连续 江 函 ， 但 一 般 来 说 ， 线性 连续 沁 遂 全 体 往 往 可 能 包含 
”更 多 的 元 素 。 我 们 今后 将 规定 一 些 特 定 的 函数 空间 为 基本 空间 ， 
而 把 定义 在 基本 空间 上 的 线性 连续 泛 函 称 为 广义 函数 。 显 然 ， 广 
义 函 数 的 性 质 与 它 所 作用 的 函数 空间 的 性 质 是 密切 相关 的 。 

最 常用 的 基本 空间 是 C?(Q&)。 为 给 出 其 定义 ， 先 引入 支 集 
的 概念 。. 

定义 1.1.1 设 吕 是 有 ”中 给 定 的 开 集 ， P(x) EC 9)， 则 称 
使 p(x) 不 等 于 零 的 点 集 的 闭 包 为 9(x) 的 支 编 ， 并 记 为 sapp9p， 


StppPp=4xi2(xX) 二 0 o (1.4) 
定义 1.1.2 如 果 P(x) EC™”(Q2), 且 supp? 是 只 中 的 紧 集 ， 
则 称 92(x) 为 CCQ) 卫 数 。 所 有 这 种 函数 全 体 构 成 C2(Q) 空间 。 
例 1 设 吕 包含 以 原点 为 球 心 的 单位 轩 球 B1(0)， 定义 
C 2 _ 一 上 ，» 
ow = {CP DD ll .5) 
0 [zx 全 1， | 
由 gc (x) 是 C*( 人 2) 遂 数 。 . 
在 (1.5) 中 的 C 是 常数 ， 习 惯 上 阁 它 职 成 使 
| cyax= 1。 
易 见 ，e(x) 的 支 集 是 BB,(O)s 
例 2 设 a(x) 如 (1,.5) 式 所 示 ， 令 
z QAX)=E "a 二 )， 
则 仍 有 
Ce(X) ECTO), 
| zeoax= 1， 
且 suitppa.= BLO) ， 即 以 原点 为 球 心 ， 以 e 为 半径 的 闭 球 。 
例 3 设 f(x) 是 定义 于 8 上 的 连续 函数 ，suppf/C8, 记 6=- 


dist(suppf, O082), EE= 全 ， 财 若 定义 


fx) 一 | xc- Yay dy 一 | ee- y)f(y)dy 3 (1.6) 


必 有 f.(x) ECe(8)。 函 数 f, 也 常 被 记 为 Jf。 

定理 1.1.1 对 于 伍 一 紧 集 有 KC8， 必 可 找到 一 个 Cz(8) 函 
数 ， 使 它 在 上 恒 等 了 于 1。 
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人 


证 明 ” 作 开 和 集 B81:， 使 KC8i， CR， 记 X(X) 为 2 的 特 


征 国 数 ， 令 e= 3min(dist(K,091),dist(Q1,08)), 仿 例 8 定义 


X.(x) = | as(x— XW) dy, (1.7) 
则 易 证 Xlx) EC*(Q)， 且 在 及 上 恒 等 于 1。 
证 毕 
定理 1.1.1 中 的 X.(x) 称 为 截断 函数 ， 它 在 后 面 将 经 常用 
到 。. 
”空间 C2(98) 中 极限 关系 的 定义 如 下 。 
定义 1.1.3 若 {9,} 是 C4(8) 函 数列 ， 满 足下 列 条 件 
1) ”supp9, 含 于 一 个 共同 的 紧 集 KC8 内 。 
2) 对 任何 重 指标 c ， 在 上 述 紧 集 内 
sup19 9 1—>0, (1.8) 
则 称 9,->0(C>(Q))。 
例 4 芳 8= 尺 "，cx(xz) 为 按 (1.5) 定 义 的 函数 ， 作 函数 列 
pi(X) = 4(X 一 力 ， 
则 在 任 - 一 紧 集 KCR" 上 ， 1 让 及 其 各 阶 导数 一 致 趋 于 零 ， 但 按 
C23(2) 的 极限 关 系 不 能 说 $i 趋 于 0。 
定理 1.1.2 设 x(x) 是 玉 ， 中 的 局 部 可 积 函数 ， 按 (1.6) 式 
定义 =Ju。 当 8 一 0 时 ， 车 w(x) EC'(R")， 则 对 于 任 一 紧 集 
KCR"，z 在 KK 上 一 致 收 钱 于 x， 若 u(x)EC?(R")， 则 
uu(CT(R')); 
若 wEL*(R")， 则 
Lu(Lr?(R")), 
证 明 1) 车 u(x) EC"R")， 利 用 


| aay=1 


各 sh 5 :He tri rd- a 
rt tt te 


0 Pe 


可 得 
wx) = ux) = | ux) edy, 


当 x+ 属 于 某 紧 集 K 时 ， 由 于 a(y) 的 支 集 在 球 |y| 二 中 ， 故 上 式 

积分 号 下 作为 沙 数 & 的 变 元 的 xX 与 x 一 yg 洲 在 紧 集 K, 中 ， 这 里 
KK!1 是 把 以 K 中 任意 点 为 球 心 ，1 为 半径 的 球 都 包含 在 里 面 的 一 
个 紧 集 。 利 用 wx) 在 紧 集 KK, 上 的 一 致 连续 性 可 知 , 对 任意 G>0， 
在 E 充分 小 时 有 


maxlu(x) — a(x) 1S) lux- -ux) loady 


< er, |u(x— y) — ulr) | ap dy 


<o| ， oD Ady=6, 


所 以 ， 当 ->0 时， 在 K 上 。 (x) 一 致 收 化 于 U(X)o 

2) ”如果 (xX) ECe(R")， 记 suppz=K，， 则 当 & 之 1 时 ， 
suppusCK1， 此 外 ， 由 1) 中 的 证 明知 ， 在 及 上 w(x) -一 致 收敛 于 
x(x)， 又 对 任意 重 指标 8 ， 由 、 


(OF) (xX) 三 D | (x — ya. (dy 


-| (68 (x—WDo(dy 
可 知 ， 在 入 上 0 一致 收 敛 于 908。 于 是 人 ->z(C3CR"))。 
3) ”如 果 4EL?CR")， 我 们 先 找 一 个 有 具有 紧 支 集 的 连续 通 
数 v， 使 它 满足 ju 一 vs 过 全 ， 利用 工 + 空间 的 三 角 不 等 式 ， 有 
a.— wis lu vr? t+ Hv,— vst lu— wvlrso (1.9) 
由 于 对 任意 上? 函数 (x) 成 立 
@:” 


Has= (人 ax) 
=-{| i .f(x— ay) dy [ay 
<{|..( (| ， if Cx—y) |?*aCy) dy )” 


~ | .= (yydy ) a x} 
{| .| ， |f(x- | adydx 


={| ,ey | |flx—y) ?ardy}”” 
= |fl? 
(ee 


一 vs 和 jz 一 oo<。 


和 因 
此 当 充分 小 时 ， 也 有 - 

le- ulzy*< 人， 
于 是 从 (1。.9) 式 可 得 

jz 一 2 所 ><5。 
这 就 得 到 了 us>u(L*(R")) 的 结论 。 

: 证 毕 
注 1.1.1 车 定 理 1,1.2 中 R" 改 成 一 般 区 域 吕 ， 则 相应 的 

结论 仍 成 立 。 例如 ， 对 局 部 可 积 函 数 x(x)， 可 以 构造 相应 的 w(x)。 
使 当 s->0 了 时: 若 w(x) EC"%《Q)， 则 在 任 一 紧 集 KC8 中 ， (XxX) 
一 致 收 合 于 u(x); 车 a(x) EC?C(8)， 则 成 立 u>u《C2(8))， 车 
usEL:(Q), WuruL? (2)), / 


i pt pa HE eh i ti er re 


先 讨 论 zxEC2C8) 的 情形 。 这 时 记 
,= {XER;dist(x, 02)>6}, 
对 >0， 先 作 一 截断 函数 Cx) EC2z( 只 so)， 县 使 C(xX) 在 09, 上 
恒 等 于 1 。 再 令 = Juslbom)， 即 可 证 得 在 任 一 紧 集 KC8 中 
uel(X) 一 致 收敛 于 u(x)。 至 于 后 两 种 情形 ， 只 要 篇 单 地 将 w(x) 在 
8 外 作 零 延 拓 ， 再 令 zx = J.x， 并 如 定理 1.1,2 那样 论证 即 可 。 
我 们 再 介绍 两 类 基本 空间 ， 一 类 是 C~(8) ,一 类 是 (R")。 
C” (号 ) 即 为 2 上 所 有 无 限 次 可 微 丽 数 的 集合 ， 其 中 极限 关系 
为 : 
若 {9,} 是 C~(8) 胃 数列 ， 有 旦 对 任 一 紧 集 KC28， 任 一 重 指 标 
QQ 。 成 六 supl0°9,|—0, 则 称 2, 一 0(C” (只 ))。 
这 个 极限 关系 也 可 以 用 一 族 可 列 半 范 数 给 出 。 作 一 烈 紧 集 
{Ki}， 使 KICKsCKsC***,， 且 
定义 
Piva(P) = sap10"9|， (1.10) 
则 9,->0《C~(8)) 等 价 于 对 一 切 iyw 成 立 Di,s(9,) 一 0。 
定义 1.1.4 沿 泡 数 9EC”(R")， 且 对 所 有 正 整数 k 以 及 
任意 重 指 标 a ， 成 六 . 
Him lt+ Ix|?) 0°9(x)| =0, 《1.11) 


则 称 ? 是 在 尺 ” 上 的 速 降 函 数 ， 记 为 PE.Y(RR) 
条 件 (1,11) 等 价 于 对 所 有 正 整 数 上 以 及 任意 重 指标 @ ， 成 立 
sup | + |x)2) ox) |<oco 
在 速 隆 浆 数 空间 .9P(R"') 中 的 极限 关系 可 定义 如 下 ， 
着 {9,} 是 (R') 中 的 了 数列 ， 若 对 任意 正 整数 以 及 任意 重 
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A de 人 


指标 a 。 sup 1(GL+ 1x12)*0 9,x) 1 一 0, 则 称 g9,->0C9((R"))。 
zsER” 


这 个 极限 关系 也 可 以 用 一 族 半 范 数 
Ds, (PP) = sup|l (1l+ | x12 0"0(x)| (1.12) 
R' 


”给 出 。9, 一 0 就 等 价 于 对 一 切 丰 ，a 成 立 pia(9,) 下 0。 
我 们 有 下 面 的 具有 连续 嵌入 的 包含 关系 : 
CR"ICHRICC™(R'), (1.,.13) 
并 且 C*(R") 是 9Y(R") 的 一 个 稠密 子 空间 ，(R'") 是 C™”(R") 的 
一 个 稠密 子 室 间 ， 这 个 性 质 请 读者 自行 验证 。 : 

定义 1.1.5 称 C2?(8) 上 的 线性 连续 泛 函 为 多 QQ) 广义 函 
数 , 称 C"(8) 上 的 线性 连续 活 函 为 B89) 广义 函数 , 称 了 (R") 上 
的 线性 连续 泛 函 为 BR") 广义 函数 。 

由 (1.13) 以 及 每 个 空间 在 后 继 的 空间 中 笛 密 的 性 质 可 知 ， 
乡 /(R)D 二 .GRID 二 CB0CR")， 类 似 地 对 任意 开 集 8 可 有 ,多 '(8) 
一 8'(8)。 今 后 如 无 特别 说 明 ， 则 所 说 及 的 广义 函数 都 是 指 儿 " 
广义 函数 。 

例 5 车/ 是 2 上 的 局 部 可 积 函数 ， 则 我 们 可 以 用 下 述 方法 
由 了 定义 一 个 广义 函数 ， 对 于 9EC?(8), 令 
F (9) = | fC)9 Cx)dx, (1.14) 


是 C>(Q) 上 的 一 个 线性 江 防 ,。 当 8, 一 0(C%(8)) 时 ,由 于 9, 的 支 
集 包含 于 一 个 共同 的 紧 集 KK 中， 所 以 有 
[FC9) | = Treoeeoaz| 


<maxip (xz)| | f(x) Idx>0。 


这 说 明 由 | f(x)?(x)dx 所 定义 的 泛 函 是 连续 的 。 因此 也是 一 个 
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广义 函数 。 在 (1.14) 的 表现 形式 下 ， 我 们 将 王 与 了 上 视 为 等 同 。 从 
而 用 同样 的 记号 了 表示 由 (1.14) 所 定义 的 广义 函数 ，。(1.14) 中 的 
积分 也 党 写成 1(9) 或 (f ,9>。 

例 6 若 0E8， 按 FF(9) = 900) 所 定义 的 C%(8) 上 的 线性 
连续 泛 肖 下 称 为 6 函数， 有 时 也 形式 地 记 为 6(x)。 


$ 2 广义 函数 的 性 质 与 运算 


1。 广义 函数 的 支 集 ”我们 知道 ， 对 于 一 个 连续 遂 数 f(x) 
来 说 ， 它 在 特定 点 xo 的 取 值 是 有 确切 意义 的 ， 但 对 于 一 个 
Lebesgue 可 积 国 数 来 说 ， 它 在 一 个 零 测度 从 上 的 取 值 是 可 以 任 
意 改 变 的 。 因此 ， 说 及 它 在 特定 点 xo 的 卫 值 ， 其 意义 就 不 明确 
了 。 对 于 广义 少数 来 说 ， 一 般 也 不 能 说 它 在 一 特定 点 的 取 值 ， 但 
是 它 在 任 一 开 子 集 上 的 值 (或 称 它 在 任 一 开 子 集 上 的 限制 ) 却 是 
有 确切 意义 的 。 事 实 上 ， 若 了 EBA8)，8iCR， 则 对 一 切 2C 
C2?(81)，《T ,p> 有 定义 。 而 且 容 易 验 证 <,9) 是 C%(81) 上 的 线 
性 连续 泛 函 ， 这 样 就 从 全 诱导 出 了 一 个 人 '(81) 广义 函数 ， 它 可 
记 为 了 | 。 。， 在 不 产生 混淆 时 也 简单 地 记 为 了 。 

定义 1.2.1 若 有 一 广义 函数 TE 多 '(8)， 对 任 一 函数 PE 
Cz(1) (81C8) 成 立 

《<T ,P=0, (2.1) 
则 称 工 在 81 中 为 0 “或 者 说 工 在 8, 中 取 零 值 。 

奉 广 义 函 数 7 在 81 中 使 Tj 了; 取 零 值 , 则 称 了 72 在 
1 中 相等 。 于 是 ， 一 个 广义 函数 可 以 在 只 "的 某 个 开 子 集 上 等 于 
一 个 常 义 函数 ， 甚 至 是 C” 冰 数 。 例如， 8 函数 仅 在 含 原点 的 开 
集 内 是 “广义 ”的 ， 而 在 不 含 原点 的 任 一 开 集 上 取 值 为 零 。 

定理 1.2.1 车 有 一 广义 函数 TEB'(8)， 对 于 任 一 点 xo EE 
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人 


只 ， 均 有 xz 的 邻 域 0,,， 使 工 在 O。 上 为 零 ， 那 末 在 整个 只 内 有 
T==0。 

为 证 明 这 个 定理 ， 我 们 先 证 明 一 个 单位 分 解 定 理 ， 它 不 仅 在 
汪 呈 定理 1,2,1 时 村 用 到 ， 而 且 在 今后 对 间 题 作 局 部 化 处 理 时 也 

常用 到 。 

定理 1.2.2 (单位 分 解 定理 ) 若 在 R" 中 有 开 集 组 {0,}， 
(= 1,2,…,k) 更 盖 紧 集 并 ， 则 可 以 技 到 如 下 的 函数 组 49;}， 其 


中 9; 宕 0， piE CTO), 县 在 天 上 >p, 一 1。 


证 明 ”因为 开 集 0, 覆盖 集 闭 K\\UO,， 故 


61 = d(60， K\Uo， )>0. 
于 是 我 们 可 以 将 0 缩小 为 : 
O'={xEO, dist(x;,00, ) > 并 }， 


则 O1 与 O，…，Ox 一 起 仍 构成 对 天 的 覆盖 。 类 似 地 ， 可 以 逐个 
地 缩小 Os,,，… ,Os, 使 O1， O02,,* *, OF 仍 构成 对 KK 的 对 六 。 
由 定理 1,1.1; 在 每 个 O; 中 存在 函数 办 (x), 使 ;ECe(0;)， 


且 在 0, 上 i=1。 由 于 KC UO;， 故 党 pi 在 K 上 恒 大 于 零 。 令 


pix) = 1%) / Wi 
即 得 所 需 的 分 解 
1=pi(x)。 
证 毕 
注 1.2.1 若 员 为 有 "中 的 开 集 ， 且 开 集 组 {1O,} (1 =1，2， 
*…， ) 构成 只 的 一 个 局 部 有 限 覆 盖 ， 每 个 0 人 呈 为 只 的 相对 紧 
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集 ， 则 用 定理 1.2.2 的 方法 可 以 证 明 ， 存 在 一 个 单位 分 解 
2 Vi (一 1， 


其 中 oj>0，o EC3(0;)。 且 由 于 {0: 为 8 的 局 部 有 限 杰 盖 ， 上 
述 和 式 对 每 点 实际 上 是 有 限 和 。 

定理 1,2.1 移 证 明 对 于 任 一 PEC2(8)， 则 suppp= 玉 为 
蛇 集 ， 对 2 中 每 一 点 xo 可 作 CO， 使 在 其 中 T=0, 这 种 O. 全 
人 多 成 对 紧 集 的 一 个 开 覆 盖 , 因 比 必 有 有 限 开 履 盖 O1,*…, Oi。 
据 定理 1.2.2 可 以 作 单位 分 解 忆 wi 王 1， 其 中 oj EC3(O,)。 于 是 
PPEC™T(O,), 从 而 


CT ,9 = DT, PP) = 0， 《2 。2) 
这 就 说 明 工 在 8 内 恒 等 于 零 。 
证 毕 
利用 广义 函数 在 开 子 集中 取 值 的 概念 ， 可 以 定义 广义 通 数 的 


支 集 如 下 ， 

定义 1.2.2 使 广义 函数 TT 取 零 值 的 最 大 开 集 的 余 集 ， 称 为 
广义 未 数 的 支 集 ， 记 为 suppT。 

由 此 定义 可 知 ， 对 于 广义 函数 了 与 基本 空 闻 的 元 聚 p ， 当 

suppT (| supp?=$ 

时 ， 必 有 《TT,P9>=0。 

如 果 f(x) 为 连续 函数 ， 则 按 $ 1 中 国 数 的 支 集 的 定义 ， 太 xz) 
的 支 集 与 它 作 为 广义 函数 时 的 支 集 显然 是 相同 的 。 

例 1 4 函数 的 支 集 为 原点 {0}+。 

例 2 将 在 8 上 几乎 处 处 为 零 的 可 测 函 数 视 为 广义 函数 ， 其 
支 集 是 空 集 。 

2。 广义 函数 的 极限 ”在 多 (8) 中 也 可 以 引入 收 合 与 极限 的 
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概念 ， 在 此 我 们 介绍 一 种 常用 的 弱 收 化 概念 。 

定义 1.2.3 若 史 (828) 中 广义 函数 列 {17T 全 对 任 一 2EC2(CB) 

均 成 立 

《Ti9> 一 0 k->o0, (2 .3) 
则 称 T; 霸 收 化 于 0。 车 了 -了 弱 收 伍 于 0 ， 则 称 TT 弱 收 敛 于 
研 ， 或 站 以 了 为 霸 极 限 、 记 为 了 > 工 。 

在 本 书 中 我 们 将 上 述 意义 下 的 弱 收 义 与 弱 极 限 分 别 简称 为 下 
敛 与 极限 。 又 当 考 虑 (28) 广义 函数 或 9'(R") 广义 函数 列 收敛 
时 ,定义 1,2.3 中 的 要 求 应 改 为 对 相应 基本 空间 C”(@) 或 .9Y (及 ") 
中 的 元 察 9 成 立 (2.3) 式 。 

例 3 设 {6,《x)} 是 按 下 式 定 义 的 少数 列 ， 


1 h 天 
站 


SX) 一 (2 .4) 


- co<x<- 子 ,全 <x<co， 
利用 积分 中 值 定 理 有 
» 1 va 
| SO,(xXIP (x dx = 天 上 PX) dx = P(E), 
-™ - 艺 


其 中 ,EE (一 专 ， 加 ). 当 h->0 时 ，9(&) 一 p(0), 故 有 
lim 84,9> = 9(0) = (8,9), 
比 即 6; 环 8。 所 以 6 陋 数 可 以 视 为 (2.4) 所 给 至 的 函数 族 的 极限 。 
例 4 设 f(x) = 二 -0 人 区， 则 在 v->oo 时 有 Jf, 一 6。 
事实 上 ， 对 任 一 C7? 函数 g(x) ， 利 用 Riemann-Lebesgue 引 


理 知 


《<f ,p> 一 二 | Sn p(x)dx—p(0) 一 《0 9D7>。 
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定理 1.2.3 若 TED'(Ry)， 则 当 x 视 为 参 变量 时 ，<T'， 
a,(x% 一 y)) 为 R' 中 的 C” 函数 。 这 里 如 $1 例 2 有 所 水 。 

证 明 ”因为 对 任 一 固定 的 XQ.(Xx 一 y)E C2(Ry)， 所 以 
《TT,Q.(X 一 y)》 有 意义 。 又 当 x 一 Xo 时， 可 以 使 a(x 一 y) 的 支 集 都 - 
落 在 一 个 固定 的 紧 集 K 中 ( 例如 取 为 以 xo 为 球 心 ， 以 28 为 半 
径 的 闭 球 即 可 )， 且 在 天 中 Q(x 有 的 名 阶 导 数 都 一 致 地 收 化 于 
qe《Xo 一 9) 的 各 阶 导 数 ， 所 以 x 习 xo 时 

ox— Ya. Xo— yy (CTRI)), 
故 《 a(x— yy > 一 人 0e(CXo 一 2 79 
因此 
T(x) = <T,a.(x— yy)> 
为 * 的 连 综 子 数 。 
叉 设 Mix 是 x 方向 的 增 量 ， 并 作 差 商 
Txt Ax)— TAx) _ LT,a (xt Aex -yo (x y)> 


Ax A,x 
-< 2:(XY 二 LU 一 8) 一 0e(X 一 2 
9 pX 全 
当 dx 一 0 时 ， 
_ae(x+ is— CAC y) (C2(R')), 
k 


因此 差 商 
Tex+ Asx) — T(x)) 


有 极限 《<T,Oro.(x 一 y))，、 所 以 工 ,(x) 关 于 xs 可 求 导 。 同 理 可 证 
Te(x) 具 有 任意 阶 导 数 。 
、 证 毕 
根据 这 一 定理 ， 我们 可 以 从 一 个 广义 冰 数 个 出 发 ， 得 到 C™ 
遂 数 人 下， 这 称 为 广义 应 数 的 正则 化 ， 由 于 当 工 为 常 义 函数 时 ， 
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将 它 视 为 广义 函数 对 C% 函 允 的 作用 就 是 通常 的 积分 ， 故 此 时 
《了 ysQe(X 一 y))》 与 (1.6) 式 一 臻 与 定理 1.1.2 相仿 ， 我 们 有 

定理 1.2.4 当 TE@BAR') 时 ,TT, 卫 TT(DB’(R")), 

证 明 ”我 们 只 要 证 明 ， 对 任 一 PE C%(R") 成 立 

《了 9> 一 《TD>。 

由 于 了 .为 常 义 函 数 ， 故 Te92> 可 用 积分 

人 .<cTvcetx- y)>' p(x)dx 
计算 ， 我 们 不 妨 用 Kiemann 积分 来 计算 此 值 ， 并 将 它 写 成 和 式 
极限 的 形式 : 
<T.,9)= lim DTy, 0 Xi — YP Cx;) A 


max{d (di)}—0 1 


这 里 max{d (4;)} 表 示 4; 的 最 大 直径 。 上 式 可 化 成 
<T',.,9> = .lim 《Ty, ?Q(Xi ~ Y) P(X) 4;>, 


max{d (di)}-*0 


因 2(x) 为 有 界 文 集 函 数 ， 记 它 的 支 集 为 六， 则 每 个 
“Qe(Xi 一 Yy)P(Xi) 的 支 集 必 含 于 下 + 0,: 
{xsx=Xx +x ,x EK, |x’|<e} 
中 ， 从 而 2_a, (xi -yp (ri) A 也 如 此 。 又 当 max d(4,) 一 0 时 ， 
不 仅 有 
z lim Daxi— YP XA;= | Q(X— YP XIdX, 
mar{d (dy) : 下 
而 且 2j0.(xi 一 y)Pxi) A 的 名 阶 导 数 也 收敛 于 
Jax- y)P (x dx 
的 相应 的 各 阶 导数 。 从 而 有 
2_Qe(CXi 一 pa) ,QAX— YPxNdx (CelR')), 
于 是 
15 


_ i 
i ri ei Et 于 Ph 直下 
. i : 


《TT,, p> = 7, oC- ypP Cx) dx> = 《TP 。 


但 根据 定理 1.1.2， 当 0 时 8,>9(C2(R"))， 因 此 ”0 时 
《T,,P LT ,9 
证 毕 

3。 广义 函数 的 涤 子 

定义 1.2.4 设 T 为 BQ8) 广义 函数 ，V%E C”(2)， 则 定义 
乡 与 全 的 乘积 WT 为 由 下 式 决 定 的 广义 函数 ， 

‘pT, = TGP VpECIC8)。 (2.5) 

由 于 9E€ C2(8) 时 ，8EC2(8)。 又 车 ps 一 0(C?(8))， 则 
pe>0《Ce(8))。 所 以 (2.5) 式 定义 了 广义 函数 TT。 我 们 称 乡 为 
广义 函数 空间 今 人 48) 的 根子 。 

任 一 C”(2) 函数 也 是 (8) 广义 函数 空间 的 和 梁子。 而 对 
S'(R") 来 说 ， 并 非 每 个 C~(R') 函数 是 它 的 乘 子 ， 但 至 少 
S(R") 的 每 个 元 素 都 是 .9Z'(R") 空间 的 乘 子 。 

利用 乘 子 也 可 以 作 (8) 广义 函数 的 正则 化 。 对 s>0 作 截 
新 函数 sxz)ECz(2)， 它 在 只. 上 恒 等 于 1 ， 支 集 在 ys 中 (《( 见 
注 1,.1.1)， 再 作 

Fx) = LET) ,ox y)>, 
则 有 人 .Cx) EC?(8)， 且 当 ->0 时 ,人 >T('(98))。 这 里 最 后 一 
步 的 证 明 请 读者 自行 给 出 。 


4。 广义 函数 的 导数 
9 娄 ， 定 义 了 关于 各 的 信 
导数 -二 一 为 由 下 式 决 定 的 广义 函数 


Cf, = CT, Be, VoECE(Q) (2.6) 
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由 C3(8) 的 极限 关系 可 知 ， 从 92, 一 0(C3(8)) 可 以 推出 
5 0(C7(9))， 


Xk 


所 以 (2.6) 去 端 确实 定义 了 一 个 C>(8) 上 的 线性 连续 泛 函 。 即 
名 -也 是 B19) 广义 函数 , 它 称 为 工 关 于 x 的 信义 导数 或 导数 。 


8 (8) 广义 函数 与 9'(R') 广义 函数 的 导数 也 可 相仿 地 定 
义 。 
当 耳 为 常 义 的 连续 可 微 函 数 时 ， 若 将 (2.6) 左边 的 -5 一 理解 


为 常 义 的 导数 ，(2.6) 就 相当 于 一 个 分 部 积分 公式 ， 它 自 然 是 成 
立 的 。 这 就 表明 对 常 义 的 连续 可 微 疾 数 来 说 ， 其 常 义 导数 与 广义 
导数 是 一 致 的 。 故 上 还 导数 概念 确实 是 常 义 可 微 函 数 的 导数 概念 
的 推广 。 

类 似 地 可 以 定义 高 阶 导 数 。 对 于 重 指标 wa ， 定 义 

OOTP = -1)IT,0°9> Y9EC2(B)。 (2.7) 

由 此 可 得 有 关 广 义 导 数 的 两 个 性 质 ， 

1) 广义 函数 的 任意 阶 导数 存在 ; 

2) 广义 函数 的 导数 与 求 导 的 次 序 无 天。 例如， 就 二 阶 导 数 
而 言 ， 有 
一 oT 0 

OxiOXxsg OxiOxs” 


这 是 因为 对 任 一 PE CC8)， 成 立 
oT 9)=(T, .OP )=《7 ， DO 


(2.8) 


OXIOXk OXkOX; OX iOxh 
_/ oT 
OxiOX! " ): 


例 5 求 Heaviside 函数 
: 17 


= Re ~ a tt. Re ME i NR Ee oT 


T TT 


1 Xx>0， 
H(z)={ 0 x<0, (2.9) 
的 导数 。 | 
作为 一 个 常 义 函数 来 说 ,五 (2 在 xs0 处 导数 为 0， 在 x=0 
处 导数 不 存在 。 但 作为 广义 函数 ， 它 在 R! 上 可 导 。 由 于 对 于 任 
一 gEC>(R!)， 有 : 


一 Pp(0) 一 《Gy 1>， 
所 以 4H(x?= 6(x)。 
人 


结合 定义 1.2.4 与 定义 1.2.5， 可 以 定义 一 个 具有 C” 系数 
的 偏 微分 算 子 号 as(z)9" 对 广义 函数 的 作用 。 此 外 ， 结 合 这 两 


个 定义 还 可 以 知道 ，Leibniz 公式 对 于 广义 郴 数 与 CC” 函数 乘积 
的 求 导 也 是 正确 的 。 
5。 广义 函数 的 自 变 量变 换 设 8,. 与 Oy 分 别 为 Rx 与 R， 
中 的 开 集 ，X% 为 8; 到 0. 的 微分 同 肛 。 则 对 v€ELK'(O,)， 有 
uU= XV=V oo XEL!' (RD.), 
且 对 于 9EC2(8,) 有 


<u,9)=| ux 1(y) P(X (yy)) det (Be)|ay 


=(v, (9 MX) det(-3 ) 》。 (2.10) 


令 对 vE 9 了 (0 ， 我 们 就 以 (2.10) 定 义 一 个 在 82. 上 的 广义 函数 
zt ， 并 将 它 记 为 U = Xvo 显然 ， 由 于 9E Ce(8Q,.) 可 得 


Ox ~ 
det (全 €E C(O0,), 
而 9。>0(C*(8)) 可 推出 
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(PoX !) 


(9,° x |aet (9) ™MC(0)), 


圳 EB'(W)。 
z 又 项 入 为 C O, 到 wR' 上 的 微分 同 有 压 ， 则 对 于 今 ((w:) 中 
(Xi1* Kw = XXIWo (2.11) 
6。 .广义 函数 的 Fourier 变换 本 书 中 我 们 只 讨论 Y (CR ) 
广义 函数 的 Fourier 变换 。 它 是 通过 对 偶 的 方式 由 .Y(R ) 中 的 
Fourier 变换 导出 的 ， 为 此 ， 我 们 首先 介绍 一 些 有 关 .9G (R 7) 函数 
的 Fourier 变换 的 性 质 。 由 于 它们 多 数 是 数学 分 析 中 熟知 的 事 
实 。 故 此 人 处 一 般 不 给 出 其 证 明 。 
车 fE YC(R")， 则 定义 了 的 Fourier 变换 为 


(Ff)(£) = (ef dx 《2 .12) 
其 中 x.E= XIE +t+xnEo 《Ff) (5) 也 常 记 为 f(E)o 
若 gE YC(R")， 还 可 定义 9 的 Fourier 道 变 换 为 
dz (2.13) 
则 我 们 有 如 下 的 事实 ， : 
1)〉 若 f€E 引 CR")， 则 


人 = DIFE), x f(b)= (DPE), (2.14) 
DY(E) = Ef(E), Df(E) = EE), 
这 里 .Di= 地 Oi。 


2) f=Fii(Ffy, VECR) (2.15) 

3) Fourier 变换 与 Fourier 湾 变 换 均 确定 一 个 从 (8R") 

到 9 (R') 的 线性 连续 映射 。 从 而 它们 均 确 定 了 一 个 从 YC(R") 到 
19 
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S (R") 上 的 拓扑 同 构 。 
4) 各 1j9E.Y(CR")， 则 


,9>=《 太 ,9>， (2.16) 
由 此 又 可 得 出 关于 L2(R'》 内 积 ， 成 立 
(f,g9) = (2z) "(fF,g)。 (2.17) 


5) 利用 性 质 3) 与 (2.17) 式 就 可 将 Fourier 变换 扩张 为 
L2(R") 上 的 映射 ， 且 建立 了 工 (R"*) 到 工 (R") 的 线性 同 构 。 
定义 1.2.6 设 T 为 9'(R") 广义 汞 数 ， 定义 了 的 Fourier 
变换 FT 为 由 下 式 决定 的 广义 函数 : 
(FT,o>=《TFo>》 YeEG(R")。 (2,18) 
对 于 9 '(R") 广义 函数 的 Foeurier 变换 ,, 同样 成 立 (2,14) 
式 。 例 如 ， 我 们 取 第 一 式 证 明之 。 因 为 对 任意 PE. (RT1)， 
P(xXIT), > = CxIT, FP = 《T,XxIF9Y> 
= 《TF(DP)> = 《FT, DP» = 《— DFT ,PY 
故 有 F(X/T)= — DFI. 
同样 地 ， 我 们 可 以 定义 工 的 Fourier 道 变 换 F-!1T， 
《已 IT,P>= TF 9)- YOPESR'), (2.19) 
且 也 有 工 = F~'(FT) 对 任意 TE YI'(R') 成 立 。 


3 3 Sobolevy 空间 


定义 1:3.1 设 8CR" 是 -一 给 定 的 区 域 ， 对 mn 之 0，1<<p 志 
co 定义 Sobolev 空间 肪 **() 为 满足 条 件 
DuEL?(R) lal<m (3,1) 
的 广义 函数 全 体 所 构成 的 集合 ， 并 装备 以 范 数 
ullg™'s ee) = (0 | Dzze) TD<co，(3.2) 
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"i 


jw,» 《9) 一 六 | PP zz=eo。 


特别 当 必 =2 时 ， 记 瑟 "2(8) 为 吾 "(28)。 这 时 可 引进 内 积 
(Us UV) 三 > (CD" us DV) L200 《3 。 3) 
容易 验证 ，(3.2)，(3.) 分 关 滑 是 范 数 与 内 各 定义 的 几 个 基 
本 要 求 。 
定理 1.3.1 互 "…*(8) 是 Banacth 空间 ,有 "(8) 是 Hilbert 空 
间 。 
证 明 ”只 需 证 明 互 "”(98) 是 完备 的 。 今 以 m=1 为 例证 明 
之 。 念 fj 是 下 (9) 中 的 一 个 Cauchy 序列 , 则 {w,} 及 { 9} 
(= 1 2) 都 是 工 色 只 ) 中 的 Cauchy 序列 。 从 而 在 地 (8) 中 它 
们 分 别 有 极 限 w 和 w'7?。 人 由 于 w,>w(《L*(8)) 可 推 得 w,—>w( 儿 7’ 
(8)), 而 由 广义 函数 导数 的 性 厦 又 有 


OW _ ~ OW / 
Ox Ox: 《2 (8))。 


然而 前 而 已 知 5 72》， 所 以 2 = zt 昌 有 
wEH"*(Q) 及 ww He? (QO)), 


成 立 ， 这 就 是 所 需 证 明 的 。 


证 毕 
根据 五 "…* (9) 的 定义 ， 易 得 如 下 诸 性 质 ，: 
1) H"** (9) = L* (8).。 . 
2， 若 m 之 mz 之 0， 则 H"*?(8)CH"+(9)， 
又 若 四 之 po 宇 1]， 且 2 为 有 界 区 域 ， 则 HW?1:(8)CH"?(0)。 

3) 车 xE 互 "9(@)，18|1 委 mm 则 

DuEH"™-I? lt (QO), z (3.4) ， 
4) 若 Plx,D)= 总 .0a(x)D" 为 具有 C”( 呈 ) 系数 的 线性 偏 
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En ME MM 人 Te 


微分 算 子 ，uE 日 ''* (8), 且 为 有 界 区 域 ， 则 当 ss 之 m 时 
P(x,D)uEH' "'* (0)。 ” (3.5) 
5) 若 T:8,->wy 是 一 个 C” 变换 ,其 道 变换 r 也 属于 C”， 


且 两 个 变换 所 对 应 的 Jacobi 行列 式 在 9. 与 0 上 有 界 ， 又 zkE 


H"™'? (8.)， 则 x (2 经 变换 t 所 导出 的 函数 v(y) = u(r 15y)) 属 于 
H™'? (Wy)o 

在 以 后 的 讨论 中 ， 我 们 一 般 只 要 求 所 讨论 的 区 域 只 有 界 ， 且 
边界 98 为 C” 光滑 。 这 里 C” 光 溺 的 含义 是 ， 对 任意 xE€08， 
存在 x 的 邻 域 U, 使 UNo998 可 用 Xi = PXts ss XI1s Jo *» Xn) 
表示 ， 其 中 1 过) 三 n， 而且 函 数 9 是 C” 函数 。 显然 ， 当 区 域 另 
有 界 时 ， 边 界 08 是 紧 集 ， 从 而 可 找到 有 限 个 开 集 Ci，…，Unw 杜 
盖 边 界 98。 我 们 的 假定 即 等 价 于 在 每 个 Ui:(1<i<N) 中 ，628 作 
U ,可 以 用 C” 显 函数 形式 表示 。 

定理 1.3.2 车 2 为 具有 C” 边 界 的 有 界 区 域 ， 则 任 一 
吾 "(2) 函 数 2 都 可 以 用 C”(5) 函 数 来 逼近 。 亦 即 存 在 C” (8%) 国 
数列 {zu'' 站 ,使 wu(H”"'*(@))。 | 

证 明 这 里 我 们 要 用 到 偏 微 分 方程 的 泛 男 方法 中 常用 的 “局 
部 化 ”与 “ 展 平 ” 的 技巧 。 


由 边界 OK 所 满足 的 性 质 知 ， 存在 有 限 个 开 集 Ul, …， Un 发 


N N 
盖 08。 再 作 Du, 使 2 UDC7。， 且 也 oOC8&， 设 1 二 之 jy 是 从 属 


于 {0} 的 单位 分 解 ，WEC2(DU1)， 令 Wi=Wu， 则 w= 完 wt， 且 
wi€ 日"…?(U,)。 如 果 我 们 对 每 个 wi 都 能 找到 ze 使 由 "2E C" (6)， 
mB (0 由 则 只 要 令 
= 9 
它 就 是 所 怖 之 序列 。 
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站 和 =40 时 ， 作 
wee) = eA jv) de, (3.6) 


式 中 ee(s) 为 第 一 节 例 1 中 引入 的 通 数 。 则 当 e 充分 小 时 ，。 


ux) EL”, 又 对 任意 满足 181<m 的 重 指标 8 ; 


Bo 人 = dG (2 1 ).-. cf 五 = EE 
二 A (ea( 扫 = (3 Me : 
(eee 


因为 Of, wo (x’)EL*(9), 县 zx ) 在 Do 外 为 0， 所 以 据 定 理 
1.1.2 知 ， 在 L*(8) 中 - 人 | 
Osuo (x) OLuo(x) fem, 
这 就 是 woe—>uo(H"'*(Q)》。 : z 四 
再 考察 边界 区 域 的 情形 ， 此 时 ;之 0。 当 每 个 只 足够 小 时 ， 
我 们 可 以 把 的 边界 展 平 ， 也 即 可 以 作 一 个 自 变量 变换 7:x-*y， 
使 得 U 中 区 域 只 的 边界 x。= 9(x1,"…,xn1)〈 为 确定 起 见 ，. 不妨 
设 x, 可 以 表 为 x1,*…s xna 的 C” 显 函数 形式 ) 变 为 y= 0。 事 实 
上 ， 


Hi= Xi 1<&i<n—1 (3, 7) 
Yn= Xs 一 9 (xiy ** Kn) 

就 是 欲求 之 变换 ， 至 多 再 加 一 人 压缩 变换 ， 就 可 以 把 区 域 TS8 

变 到 ? 空间 的 单位 半球 B:: {oe < 且 将 Uinag 


变换 到 加 = 0 上。 
根据 前 面 所 述 的 Sobolev 空间 五 ” (9) 的 性 质 知 ， | 
v(y) = :Wt + (万 )。 
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且 由 于 v(y) 的 支 集 与 >y? = 1 不 相交 ， 就 可 以 将 v(y) 零 延 拓 到 
Re 中 ， 仍 有 vWD)ER"™?(RIY)。 作 

vl) = 击 (| 人 2 )-. ei) 

x (te) (yay 本 (3.8) 


它 可 视 为 函数 v(y') 的 带 权 积分 平均 。 根 据 函数 e 的 支 集 转 性 可 
知 ， 对 于 国定 的 (y41,…,ys》 点 ， 对 v 作 积 分 平均 的 区 域 不 是 以 该 
点 为 中 心 ，2e 为 边 长 的 立方 体 ， 而 是 
[yi— yl GR) 

7 [yn— ys + 2 |<e, 

即 
yi Eg y+ EIEN— 1), 
ynt+ EY SY, + BEo 

由 于 对 v 作 积分 平均 的 区 域 是 中 心 往 gw>0 方向 移动 了 28 的 立 
” 方 体 ， 故 对 于 R* 中 任 一 点 作 (3.8) 型 的 积分 平均 时 ， 积 分 区 域 
不 会 与 只” = {83gn<0i 相 交 。 从 而 以 (3。8) 作 为 v.《y) 的 定义 是 合 
- 理 的 ， 且 有 也 ( 殷 EC”( 丈 ?)。 

”根据 以 上 对 (3.8) 中 被 积 男 数 支 集 的 分 析 ， 还 可 以 用 分 部 积 
分 公式 计算 ?1 (yy) 的 导数 ， 


Ov.(y) = 1 [os(o( n=).a(ees -ves) 
x a(#e Wt28))ocy dy 
_ Cb fo, (a( yi Wy )... a(Le2 = 2 


z x a( 加 = Gd 


= 去 | re ) 


xa(#" +2 2 ogocy Ndy’ 。 


利用 完 理 1.1.2 中 同样 方法 可 以 证 明 、 若 908vEL?*(R?)， 则 
站 vO LDL’ RY, i 
因此 ， 由 vE€" (Rt) 可 以 得 知 v.->v《H" » (RR?)) 成 立 ， 回 到 变 
| 
iCx) = vyx)) EC TRO), 
Ui (H™ *(U., N92)). 
最 后 ， 作 ”= Du, ,结合 前 面 关于 0, 与 边 办 区 域 0 全 


0) 的 分 析 可 知 本 定理 成 立 。 

对 于 为 无 界 区 域 的 情形 ， 可 以 将 定理 1.3.2 的 证 明 稍 作 修 
改 而 得 到 同样 的 结论 。 但 当 9 的 边界 不 光滑 时 ， 一 般 来 说 ， 结论 
要 弱 一 些 。 

定理 1.38.3 对 于 任 一 区 域 09CR"， 若 wuE€"*(Q)， 则 存 
在 C~(8) 函 数列 {at2}， 使 wu(H"'?(Q))。 

证 明 令 {82,} 是 的 相对 紧 开 子 集 序列 、 它 们 的 并 集 等 于 
号。 并 使 得 对 每 个 = 0, 1，…， 史 CQ 再 令 81 = 8， 以 及 当 
2 之 1 时 如 ,= 人 ,一 个 ,-z， 凡 { 呈 ,构成 如 的 一 个 开 覆 盖 ， 且 只 中 任 
一 点 至 多 属于 {8,} 中 的 两 个 。 现 在 令 {8,} 是 从 属于 {8,} 的 单位 、 
分 解 ， l=5_9,， ,EC?(Q,)， 对 每 个 可 以 取 so。 充分 小， 使 
supp92, 的 5, 邻 域 {x;d (xssupp9,) 过 E,} 的 团 包 含 于 曲 , 中 ， 记 

z Vy= Qs, * (PL) ， 
其 中 _- 
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de 42) 


为 §1 中 引入 的 Cs 函数 , 则 由 定理 1.3。2 证 明 的 第 一 部 分 可 知 ， 
对 于 给 定 的 e 盖 0， 可 以 取 e, 充分 小 ， 使 得 

9 — vgn SE .. 《3.9) 
令 v= Dv,, 由 于 对 每 个 xzE2， 至 多 所 于 两 个 suppu， 所 以 这 


不 无 穷 和 式 笑 硅 上 只 是 有 限 和 ， 故 vEC*(Q)， 又 对 于 任 一 紧 集 
kK, 它 只 和 有 限 个 2， 相交 ， 不 妨 设 仅 当 vy<v(K)N KND, op, 


则 有 ， 
| | 各 -) (x — 只 dx} | 
< BR ew | 


< >， ,9 ~ va", » Ze 


eyek 
由 及 的 任意 性 即 知 w~v€EH"'?(8)， 从 而 vEH"?(9)。 至 此 ， 
我 们 已 指出 ， 对 任意 给 定 的 e>0， 存 在 vEC”(8)I 五 …(9)， 
使 必 一 law <e， 这 就 立刻 得 到 定理 所 需 的 结论 。 
这 一 定理 也 说 明 ， H"'? (0) 也 可 定义 为 使 范 数 (3.2) 有 办 的 
C~(8) 泛 数 按 范 数 (3.2) 完 备 化 所 得 的 空间 。. 1 


定义 1.3.4 “C7(9) 甫 数据 范 数 (3.2) 完备 化 所 得 到 的 空 全 

称 为 Hs 9? (中 ) 。 人 ， 
记 Xp 为 1<1 时 等 于 1 而 当 1>2 时 等 于 0 的 C- 函数 ， 骨 

对 任 -wuEH"*CR")，( 若 !)s 就 属于 HY*(R'), 且 当 几 so 

时 ， 

“26 - 


5(- 上 je--z(B…CR"))。 


所 以 日 M*(R") 在 H*?*(R") 中 释 密 ， 而 由 已 :9(R") 的 完备 性 知 
两 者 相等 。 但 是 ， 当 8 有 界 时 , H” (2) 为 互 "， "(82) 的 真子 空间 。 
例如 ， 设 8= (a 5b), 则 对 Cocayp) 洒 数 2， (Xx), 成 谤 
us, (x) = = "(a) +|. v(x)dx= | 1', (Xx) dX。 
因此 ， fy } 按 EM (a,b) 的 范 数 构 成 一 Cauchy 序列 时 ， 
[u(x) — ws) (<) [udx) — w(x) dx 
‘<<Cuw— ul Cu,— uelit? 。 

故 {(x) 在 (a,65) 上 一 致 收 化 。 它 收敛 于 一 个 在 (a,5) 上 的 连续 
浮 数 ， 赃 在 cy2 两 端 之 值 是 零 。 换 句 话说 ， HY *?* (a,b) 中 任 一 元 
素 几 乎 处 处 等 于 一 个 在 a+ 0 与 5-0 为 零 的 连续 沼 数 。 但 是 ， 对 
常数 1 ， 我 们 无 法 改变 它 在 零 测 度 集 上 的 值 ， 使 之 等 于 一 个 上 述 
的 连续 洱 数 。 故 14Hv*(a,6)， 但 显然 1EBH1?(a,b)。 所 以 
Hy*(a,5) 是 HY? (4a,5) 的 真子 空间 。 

以 下 我 们 讨论 指数 m 为 人 久 整 指数 的 Sobolev 空间 瑟 "*? (8)， 
| 一 般 将 它 称 为 负 指数 Sobolev 空间 。 

定义 1.8.3 对 正 整 数 m,1<b<c， 将 已 92) 的 对 偶 空 
同 (B2** (8))' 视 作 2’(9) 的 子 空间 ， 称 为 "(8)。 其 中 旋 


满足 子 + 广 =1。 ， 

“对 这 个 定义 需 作 两 点 说 明 ， 首先 ， 由 于 C>(9) 在 H": 49) 中 
稠密 ， 所 以 五 5 (8) 上 的 任 一 线性 连续 泛 函 唯一 地 对 应 着 CZ(B) 
上 的 一 个 线性 连续 泛 函 ， 所 以 CGH?'*(8)》 可 以 视 为 多 0(8) 的 子 


空间 。 其 次 ， 《34 (2)) 中 的 元 素 如 何 表 示 是 重要 的 。 例 如 ， 
当 罗 = 2 时 ， 忆 8(8) = 及 (8) 是 Hilbert 空间 。 所 以 该 空间 的 共 


后 hs 人 re 


罗 室 人 间 可 以 与 其 自身 同 枸 ， 但 是 在 这 样 的 同 构 对 应 下 ， 任 一 
届 ?48) 函 数 y 所 对 应 的 泛 函 应 该 是 
(zt) = 2 (D’v, 站 "xz )7: or YLEGTTITC)， (3 .10) 


但 是 ， 当 我 们 将 H? (8) 上 的 线性 连续 泛 函 视 为 BZ' 广义 沙 数 时 ， 
已 默认 了 8$1 例 5 中 所 确定 的 对 应 关系 ， 即将 可 积 银 数 4 与 证 函 


| wudx 视 为 相同 的 。 放 在 这 样 的 观点 下 ， HSK2) 函数 "所 对 


应 的 泛 函 应 当 是 

vO) = C,H) Lig) VuEH'(R), (3.11) 
显然 ， 在 m 夺 0 时 它 与 (3.10) 不 同 ,所 以 我 们 特别 在 定义 中 加 上 
““ 视 作 人 B'(8) 的 子 空间 ”， 以 免 误 解 。 
在 HH"? (8) 中 也 可 以 引入 范 数 


ja- "so, = sup <u, v0) | :o (3.12) 


EH ?9) lv lg oo) 


由 此 即 得 ， 当 wEH "(8)，vEHm* (8) 时 成 立 ， 


lu, o> | bv- jolly".s 。 (3.13) 
若 将 mm 可 能 到 负 指 数 的 情形 考虑 在 内 ,， 我 们 也 可 建立 如 下 的 


1) 车 mi 之 mz， 1 之 jp 之 oo， 则 HH"*?(8)CH"r*?(8)。 又 对 
有 界 区 域 品 ， 车 1 所 人 < 加 <coe， 则 HW?2( 人 0)CH"'?1(6)o 

2) 车 P(x,D) 为 具有 C”~(@) 系数 的 ! 阶 偏 微 分 算 子 ，wE 

“(98), 其 中 为 任意 蓝 数 ，1<p<o%， 则 


6 Plx,D)uEH™ (Qo (3.14) 
事实 上 ， 我 们 只 需 对 任意 的 重 指标 8 ， 证 明 
z Dx EH"- M1'? (9). (3.15) 


对 于 mm 之 |8| 的 情形 ， 即 有 本 节 中 (3.4) 式 。 故 只 要 讨论 m<1p| 
的 情形 即 可 。 对 于 9EC5(9)， 车 m 志 0 


， 28 


和 


i (Dix,p)|1= | (Cu, Dop)| 
<ClD py-r.e' Clogsi-n, se 
又 若 0 过 m 过 18|， 可 取 BB,1B81|=m。 则 有 
| (Diw,p)| = | Dsw, D-H gy)| 
“<CID pl"<C lp le "ss 
所 以 我 们 可 以 由 Dez 定义 一 个 五 wy” ” (8) 上 的 线性 连续 汉 话 ， 
故 Dw EH"-tb?(8)， 利 用 (3.15) 式 导出 (3.14) 式 是 显然 的 。 

3) 瑟 "? (8) 在 自 变 量 的 C” 微分 同 肥 变 换 下 保持 不 变 。 

我 们 再 证 明定 理 1.3,3 的 一 个 推广 。 

定理 1.3.4 对 任意 整数 m，1<p<c， Cc- NH ? (9) 
在 有 H"' (28) 中 稠密 。 

证 明 由 定理 1.3.3 ， 我 们 只 需要 考察 第 一 一 指标 mm 为 负 的 情 
形 。 首 先 注意 到 ， 当 iziP0，1<8<co 时 ，H"*(8) 是 一 个 自 反 
的 Banach 空间 。 事 实 上， 车 记 Nmyzm) 是 使 得 |]w| 委 关 的 2 维 数 
组 的 数目 ， 则 存在 一 个 从 五 "…*(8) 到 《EC8))we 的 一 个 线 ， 
性 闲 子 空间 上 的 自然 同 构 iiu Fr>(o“z)icl<n。 由 于 1<b<co 时 
工 * (8) 为 自 反 的 ,从 而 (CL?* C8))N"”" 为 自 反 的 。 映照 i 的 像 为 自 
反 Banach 空间 的 线性 闭 子 空间 。 故 也 是 自 反 的 ， 从 而 H**?*(Q) 
为 自 反 的 。 z 

今 若 m: 之 0，1< 芝 p< 之 co， 我 们 证 明 C?(98) 在 有 Hw*+(98) 中 亚 
密 。 为 此 只 需 指出 ， 及 -"?*(9) 的 任 一 线性 连续 泛 函 ff， 车 在 
C?(Q8) 上 为 零 ， 则 必 在 瑟 -"”*(8) 上 为 零 ,由 于 且 ”*? (8) 空间 是 
自 反 的 ， 故 了 可 以 用 互 "… (8) 中 的 元 素 & 表示 为 

CU)= uv, VEH "(0O) 
显然 ， 若 对 一 切 vEC?(9) 成 立 Cu,v》= 0， 则 必 有 4= 0， 这 就 说 
明了 C?(98) 在 及 -"**(8) 中 秋 密 , 故 C*(8) 由 H-*+ (98) 在 Hw 
中 也 和 实 密 。 所 以 定理 对 台 为 负 整 数 情 形 也 成 立 。 i 
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证 毕 

与 定理 1.3.3 后 面 的 说 明 相仿 ， 由 定理 1.3。4 可 推 知 ， 负 整 
括 数 Sobolev 至 站 也 有 人 CC 全国 要 范 数 (3,12) 讲 行 完 备 化 而 
得 到 。 

在 本 节 最 后 ， 我 们 简略 地 介绍 具有 一 般 实 指数 的 Sobolev 空 

同 波 *(R")，sERi( 它 也 常 被 称 为 具有 分 指数 的 Sobolev 空间 )。 
: 定义 1.3.4 设 * 是 一 个 实数 ， 记 五 "(R") 是 适合 
1 《LE+ el) 2(E) E LR") (3,16) 
的 所 有 广义 函数 "ErCR; ) 所 组 成 的 空间 ， 装 备 着 内 积 
tu 0 = +8) 2) BEd 3.17) 
最 然 ， 由 (3.17) 可 以 导出 玉 '(R") 中 的 范 数 为 | 
I 
定理 1.3.5 对 每 个 实数 s，H'(R" ) 是 一 个 Hilbert 空间 。 
旦 C3(R" ) 在 及 (R") 中 筒 密 。 : 
证明 车 {uy} 是 日 '(R" ) 中 的 Cauchy 序列 ， 则 按 定 义 ， 
1C1+ 1513)"&(5E)} 是 了 L*(R" ) 中 的 Cauchy 序列 。 由 L? 空间 的 
完备 性 知 (1+ 185142) 人 (EE) 在 克 2 中 收敛 于 5) ，uE2 CR) 再 
令 & 为 (1+ 151”) ?5(5) 的 Fourier 逆 变 换 。 则 有 
=+ [812)- 7808), 
县 uu(H' (R" ))。 

为 证 C2(R") 在 H'(R" ) 中 的 稠密 性 ， 我 们 只 需 证 明 CR") 
在 瑟 '(R") 中 的 稠密 性 。 今 若 zEH (CRI)， 则 因为 (RE) 在 
Lax(R 和 中 稠密 ， 故 对 给 定 的 e>0， 存 在 45) EY (RP?) 使 

+ 2 一 有 CE) 有 <<e， 
但 (1+ 3)- 9%(8) 仍 属于 (RD 故 令 为 (1+ || 
0 


的 Fourier 逆 妆 换 ， 它 放 于 (Rs)， 从 而 有 
jz-9l,<e, 
这 就 得 9(R") 在 玉 ' (R") 中 的 稠密 性 。 
. - 证 毕 
定理 1.3.6 当 :为 整数 时 ， 定义 1.3.4 中 引入 的 Sobole' 
空间 及 (RR") 与 定义 1.3,1 中 引入 的 Sobolev 空间 一 致 。 
证 明 ”为 避免 混淆 ， 本 定理 中 以 五 (及 ") 表 示 按 定义 1.3.4 引 
入 的 空间 ， 以 肪 '”(R") 表 示 按 定义 1.3.1 引入 的 空间 。 
显然 ， 当 s=0 时， 两 者 均 为 L*(R*)。 
当 3 为 正 整 数 时 ， 
Va lie .2p*) = (2 HD"ulizacr")) 
= (Ra) ,2.19) 
于 是 由 不 等 式 
/ ct+ | 六 1 Se + 1 总 
即 得 外, 与 zieezzo 等 价 。 
当 .s 为 抽 整 数 时 ， 由 于 
(R") = H""(R") 
对 任意 下 整数 吉成 立 。 故 记 m= 一 s。 有 
H'*(R")=(H""*(R'))’, 
利用 前 面 巳 证 明 的 事实 
H"™"*(R")=H"(R"), 
我 们 只 需 证 明 ， 玉 '(R") 与 卫 “'(R") 互 为 对 偶 s% 为 证 明 这 一 点 ， 
首先 注意 到 9(R") 在 玉 '(R") 中 称 密 , 故 ( 且 '(R"))' 是 0(R)》 
的 子 空间 。 今 著 wE(H'(RI))， 则 对 一 切 P9EH' (R*) 均 有 
lu,9> Clols'。 


$1 


st , hia i pt i - 
te ab tite bri a i fr 


， 天 


现 对 任 一 h(E) EI (RS )， 令 
p= pF-1[C1+ 全 |)- "h(E)], 
则 z 
(<#CE) C1 + {E12 0,1(E) |= (<2, > | = (27) 1dr, 9>! 
<Clola = CA]:, : 
从 而 由 9 (RI) 在 LL:(RI) 中 秽 密 性 可 知 
/ BEL + IE1:) ELICRE), 
此 即 w ER (Rs)， 这 就 证 有 明了、 
(H’'(R"))’= (H *(R')), 
从 而 
H'*(R')=H’(R") 
在 5 为 负 整 数 时 也 成 立 。 - 
_ ”证 毕 
$4 H™ (8) 遂 数 的 边界 性 质 
本 节 中 讨论 Sobolev 空间 中 元 素 的 边界 性 质 。 我 们 将 仅 限 于 
H”* (8) 进 行 讨论 ， 并 且 总 假设 区 域 8 的 边界 是 光滑 的 。 
定理 1.4.1 车.m 之 0， 则 xE 五 ?9) 的 充 要 条 件 是 4 的 零 
延 拓 元 素 
“* lo, R*"\9O.. 
属于 有 H"(R')。 一 
证 明 必 取 性 。 若 2EBEYC28)， 则 必 有 2EC3(C8)， 使 2 
v(H"(8))， 此 时 车 将 wu 作 零 延 扫 到 吕 外 ， 则 相应 的 等 延 拓 元 束 
i 仍 为 C” 函数 。 由 于 加 在 及"(R") 中 的 范 数 与 zu 在 五 "(2) 中 
的 范 数 一 致 , 故 吉 , 是 也"(R") 中 的 基本 序列 , 生 加 ->2E" (有 R"))， 
$2 z 


所 以 x EH"(R')。 

充分 性 。 应 用 “局 部 化 ”与 “ 展 平 ” 的 技巧 ， 可 以 把 问题 归 
结 为 ， 著 将 支 集 有 界 的 鼠 "(R) 函数 v 作 零 延 拓 到 R" 以 后 仍 为 
互 ”(R ) 函 数 ， 则 能 否 断 定 vEEe(CR3)? 

仍 记 ? 为 ! 作 等 延 拓 到 尺 - 上 的 函数 ，a(+ ) 为 S1 例 1 中 引 
入 的 'C” 通 数 ， 仿 


-1 yi Yi1 pp 一 Ys 
wn) = ee) 
xa( -ue 2 )sy dy ， (4.1) 
则 vw,(y) EC”(Rr)。 又 当 ys 过 时 ,被 积 函 数 为 零 ， 这 是 因为 在 


被 各 函数 文集 中 刀 盖 0， 从 而 当 yn 之 8 时 ， 
i 


所 以 o( 加 织 一 2 于)= 0。 这 说 明 suppv, 合 于 如 > 的 半 平面 中 
故 wEC3(R3)。 此 外 ， 从 (4.1) 可 知 ， 当 e->0 时 

CR 人 9 
将 (4.1) 式 求 导 ， 得 


Ov .= 十 | ， a( = )--. Le 下 区) 
x a 如 = 加 二 2 )88,5(a)d8 


故 又 有 O09.(y) 一 0 (9)(L(R#))。 所 以 v.(y)->v(y) CH"(R+)), 
vEHo(R+)o 
证 毕 
对 于 一 般 的 五 "(8) 函数 ， 是 否 也 能 按 适当 方式 延 招 成 为 
H"(R") 泡 数 呢 ? 下 面 的 定理 回答 了 这 个 问题 。 
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定理 1.4.2 wuEH"(98) 的 充 要 条 件 是 ; # 可 以 视 为 H"(R") 
函数 在 8 上 的 限制 。 
证明 我 们 先 沈 名 为 正 整 煞 的 情形 米 证 明 本 定理 由 于 充分 
性 是 显然 的 。 故 以 下 证 明 必要 性 。 即 我 们 需 证 明 。 任意 H"(8) 
函数 x 必 可 延 拓 成 一 个 及 "(R") 函数 。 

首先 指出 ， 若 对 任 一 开 集 89;， 满 足 8 己 C81, 能 将 4 延 拓 成 
为 五 "(&,) 函 数 ， 则 z 必 能 延 拓 为 H"(R') 函数 。 事实 上 ， 将 由 


x 延 拓 成 的 五 "(81) 函数 记 为 w,/， 并 作 函 数 7EC?(81)， 使 它 在 


8 上 恒 等 于 1， 那 末 ?wj 就 是 4 在 有 "上 的 延 拓 (在 R"、81 上 令 
fu 为 0 ) ， 并 且 显 然 有 ?wu1 EH"(R")。 所 以 ， 我 们 只 要 能 将 
H"(8) 函 数 4 保持 HH" 性 质 延 拓 到 边界 外 侧 一 点 儿 ， 就 能 将 42 保 
持 媚 * 性 质 从 8 延 拓 到 R。 中 。 而 利用 局 部 化 技术 ， -又 可 将 问题 
化 为 对 HH" (R3) 函 数 的 讨论 ， 即 要 证 明 ， 著 EH" (Ri)，4 的 支 
集 紧 于 大?， 则 4 可 延 拓 为 及 "(R") 立 数 。 

据 定理 1.3.2， 可 以 找到 函数 列 {2 »}, 使 ui ECER), 
县 wu(H"(RI))。 对 于 每 个 x”"， 定 义 函 数 ”为 a 


U(X /sg Xn), Xn>0, 
VY xn) = (4.2) 
二 PC x ,=ix)s X00, 
这 里 的 Ci 是 由 下 式 定义 的 常数 ; 
(7) Ci=1 0<k<m-1le (4.3) 
注意 到 (4 :99 式 中 Ci 的 系 独行 列 式 z 
1 1 "1 : 
-1 me 2 志 包 电 一 于 0 


(DY CD om 
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所 以 C 可 以 唯一 地 由 (4.3) 式 决 定 。 由 于 Ci 满足 (4.3) 式 ， 故 
由 (4,2) 所 定义 的 函数 在 x,=0 上 直至 m 一 1 阶 导数 都 连续 。 事实 - 
上 ， 当 KA 寺 mm 一 1 时 ，. 

gt. (Sci, — xn) )| 

= CN)'0t, u(x/, 0) 。 

ot u‘" "(x ,0)., 
此 外 易 见 ， 每 个 ww” 的 加 阶 导数 在 Ri RR 上 均 连 续 ， 在 xs= 0 处 
可 能 有 第 一 类 闻 断 ,因此 ,每 个 v0” 属于 及 "(RI)。 且 由 {uw* 阔 是 
-五 "CR 中 的 基本 序列 可 知 {u(" 外 也 是 瓦 "(R") 中 的 基本 序列 。 从 
而 {0 在"(R") 中 收敛 于 v 。 显 然 ， 当 xz,>>0 时 ，u=xe 这 
样 ， 我 们 就 得 到 了 订 数 zz 在 R” 上 的 延 拓 ， 生 jivjla*(r") 可 用 
ole Rs 来 控制 。 以 下 我 们 简称 v 是 函数 4 保持 及" 范 数 可 控 

延 拓 。 

当 如 =0 时 ， H°(Q)= LL’(9), 此 时 将 作 零 延 扫 到 1 8 外， 
即 得 矿 '(R") 函 数 。 

当 和 mm<0 了 时 ， 取 mi= 一 mm 之 0， 则 wEB8"(8) 为 五 98) 上 的 
线性 连续 泛 阔 。 这 时 ， 取 wEH"(8) 在 六 上 的 延 拓 为 这 样 的 广 
义 函 数 &， 它 对 wpEC2(R") 之 作用 为 四 
sup up -9p (4.4) 

”其 中 少 为 9 在 R"\ 而 上 的 限制 到 R* 上 的 延 折 , 且 对 给 定 的 常数 
Co 成 立 ylam tms<Colojlan (Re 人 5)。 由 于 9- 忆 在 RN 总 上 
为 零 , 故 9 y 在 人 上 为 HWA(R) 函 数 , 从 而 (4， 4) 有 意义 。 易 见 ， 
(4.4) 关于 9 为 线性 的 。 今 为 说 明 & 立 EH"(R")， 需 指出 由 (4,4) 
定义 的 对 偶 积 关于 五 "(R") 是 连续 的 。 束 实 上 ， 

ip>1= supl cu, —¥>| 


Cp- Paw co) 
Cpa w+ Collplaw CR" ~ 
< 大 Copjas Rs)， 
故 亡 EH"(R')。 又 当 s$uppPCR 时 ,9 在 RS 上 的 限制 为 0 ， 
故 少 必须 取 为 零 。 从 而 Ch, p> = 0。 这 就 说 明 & 在 如 中 与 # 相等 ， 
从 而 :为 & 的 延 拓 。 
证 毕 
定理 1.4.1 各 1.4.2 对 于 一 般 的 如" (8) 函 数 也 是 成 立 的 。 
但 必须 指出 ， 在 本 节 初 所 作 的 关于 8 具有 光滑 边界 的 说 明 是 重要 
的 。 否 则 ， 定 理 的 结论 可 能 不 成 立 。 : 
例 1, 设 吕 为 平面 Oxy 上 由 y=0,y=x:，x=1 所 围 成 的 区 


域 ， w= 士 ， 则 易 知 #EH1(2)。 但 由 于 w 在 边界 y=0. 上 的 信 在 


原点 附近 非 平方 可 积 ， 故 由 下 面 的 迹 定 理 可 知 ，& 不 可 能 延 拓 到 
”原点 的 邻 域 中 ， 而 仍 保持 H! 的 性 质 。 

现在 我 们 研究 一 般 的 五"(8) 函数 在 边界 上 取 值 的 性 质 。 由 
于 边界 68 对 于 8 来 说 是 零 测度 集 ， 所 以 以 后 凡 说 及 及 "(8) 图 


数 在 边界 上 的 取信 都 得 按 下 面 定理 中 所 述 的 意义 来 悍 解 。 下 三 我 


们 先 考 察 2 为 R+ 的 情形 。 

定理 1.4.3 设 yY 是 C=( 刺 1 函数 (xi Xr) 到 边界 xn = 
上 的 边界 什 9 (xis xnay0) 的 映射 ， 则 人 
H'(R*?) 上 , 且 Y(HiI(RI))CHY (CR™),. 

证 明 ” 设 EH'(R;)， 则 存在 C”*(R+* ) 市 具 紧 支 集 的 函数 


{v0 上} ， 使 v,->v(Hi(R? ))。 今 以 加 (xn) i v(x) 关于 /= (Xis 


Xn) 的 Fourier 变换 ， 我 们 有 
[C20) |= -2Re| 3 oY (8 BE de C4.5) 
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一 丰 


两 边 蒋 以 (1+ | 区 02 并 关于 纪 在 Rea 上 积分 , 则 根据 Schwarz 
不 等 式 ， 即 得 


[yw, N87 ( R™,) 


<z(| ,|| 锥 必 , x) | dxde’ 六 


x({ ,| + 84) 1B C8, 0) drodE’)s 
fps 0 


< 


十 .> ， |v, (xz Xn) [xd 


驮 一 ] + 
+ | , ,| 
JR 


一 jw, 后 :Re ) 
故 由 见 vCBI(CR3))， 即 知 Yu 在 及 (RM 中 构成 一 个 Cauchy 
序列 ， 它 的 极限 元 素 就 记 为 Yu， 并 称 为 在 边界 各 = 0 上 的 迹 。 
显然 ，YuE 瓦 (CR) 。 


Ge- (x zs) 


?xdx 


os (Cyt, x) dvd 


Xi 


证 毕 

注 1.4.1 当 uwE 玉 (CRT) 时 ，7 在 zam=0 上 的 迹 Yo 为 零 。 
事实 上 ， 由 空间 五 ;(R?) 的 定义 知 ， 存 在 C*(R?) 函数 列 {v,}， 
使 bv, 一 v(Hi1(R!))， 显 见 7Yv,= 0。 所 以 它们 在 HI2CR"") 中 的 极 
限 也 必 为 零 。 

注 .1.4,2 荐 vEH"(R!)， 则 可 以 定义 v 在 边界 x,= 0 上 的 
迹 YovsY1vs 呈 ,Tmav。 对 每 个 (0 志 j 才 m 一 1), 7 是 从 昌 "(R?) 到 

五 “A(R” ) 的 线性 连续 映照 。 对 于 C™(K4 ) 函数 ，， 有 


non DY。 、 
定理 1, 4.3 也 称 为 过 定理 ,为 了 给 出 迹 定理 的 一 般 形式 ,我 们 
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必须 引入 在 将 界 区 域 中 或 在 该 区 域 边 界 上 具有 实 指 数 的 Sobolev 
空间 的 概念 。 

设 9 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 威 ， * 为 实数 ， 则 羡 :(9) 定 
义 为 肪 '(R") 在 2 上 的 限制 。 由 定理 1.4.2 知 , 当 : 为 整数 时 ， 
这 样 的 定义 与 第 三 节 中 定义 一 致 。 

对 于 边界 08 ,“ 若 它 为 C” 光滑 , 则 存在 开 集 组 {0;},1<i<< 
N, 使 UO; 二 98， 且 在 每 个 O04; 中 可 以 引入 C”* 自 变数 变换 将 
08 人 1O; 展 平 为 Re 中 的 一 部 分 oje 于 是 ， 如 果 : 是 定义 在 边界 
898 上 的 函数 ,利用 从 属于 {0;} 的 单位 分 解 {71} (在 99 上 14=1， 
.supphi SO, ef EC3(O) ) ， 可 以 将 写成 ?i = Zio 今 知 
个 wi 通过 C” 自 变数 变换 后 所 导出 亲 图 数 二 属于 肪 '(@,)， 则 


称 uE 及 "(38)， 且 将 部 swrtop 取 作 为 # 的 及 "(698) 范 数 。 可 


以 证 明 ， 当 上 述 单位 分 解 或 相应 的 自 变数 变换 选取 不 同时 ， & 属 
于 HH" OO 旦 所 引入 的 态 '(99) 范 数 保持 等 价 。 
是 我 们 可 以 将 迹 定 理 的 一 般 形 式 叙 述 为 


1.4.4 设 9 为 具有 光滑 边界 的 有 界 区 域 ，s> 土 + 上 


《了 了 为 正 整 数 )，uEH'(8)， 则 可 以 定义 在 边界 68 上 的 迹 
Vous Yius es Vad, 其 中 Yj(0&I<h) 是 秘 '(8) 到 有 :~-"2- 必 (68) 的 线 


”性 连续 上 照 ， 且 对 于 Cm 有) 函数 ， Ym 就 是 9 于 在 边界 69 


上 的 取 值 ， 这 里 -2 2 表示 对 8 的 外 法 向 求 导 。 
定理 1.4 的 证 明 可 见 [ 3 了 我 们 在 此 顺便 指出 ， 当 mm 为 正 : 


| 整数 时 ， Ho 2 ) 通 数 “ 在 边 罗 29 上 的 迹 ~ Yous Yi -ys Yn 均 


-为 0。 — 
下 面 ， 我 们 应 用 迹 的 概念 给 出 一 个 定理 ， 它 指出 在 什么 条 件 
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下 ， 两 个 相依 区域 中 的 玖 ! 函数 可 以 保持 及! 性 质 而 衔接 起 米 。 
定理 1.4.。.5 设 Ul EH'(R+), us EH'(R'), -在 xs=0 上 有 


.Yu1= Yus， 则 若 定 义 五 阔 数 


二 { xn> 0, 

Us MXn<C0， 
2 必 为 互 !(R ) 男 数 。 可 
证 明 ”我 们 首先 指出 ， 对 任 一 具有 紧 支 集 的 C”( 胞 +:) 国 数 9 


OUi 一 -| 
| . Ox: Vax Ra 1 


成 立 


1<&i<n-1, (4.6) 


| Ou 9dx = -| ， Aru)oe’ 0dr | Ul edx 
R' OXxn K+ Or 
事实 上 ， 由 于 ww EHI'(R*)， 故 有 
UEC” (R'), 24 yn (HICRY ))。 
对 wu”! 显然 成 立 
(9) 
| Ou vdr=— | je oP dx, 1<i<n-1, 
RY OX R+ Ox: 


| ,Svar = - [CR 
| -| 
令 7 一 co， 并 利用 7: H'(R?)>L*(R") 的 连续 性 ， 即 得 到 (4,6) 
式 。 
类 似 地 ， 在 下 半空 间 可 以 导出 关于 加 的 积分 等 式 


| ， Ore odx= 一 | 1 oP dx, lI<i<n-1, (4.7) 
R” Ox; RY OX 


| Ou pdx = | Yu) px’, 0 dx 


R" O 〇 Xi 


i i 


一 | de 
将 (4.6) 与 (4.7) 两 式 相 加 ， 并 利用 条 件 Yu1=Yu,， 好 得 
| Gu qx + | ,5 dx = 一 | 4 dx， 
R* Ox'i 


Ra OXi Ra DOXxi 
LS 


所 以 将 上 半空 间 为 台 : 、 下 半空 间 为 9 各 5 和 的 两 个 工 函数 拼 起 来 
所 得 到 的 汪 数 从 为 :的 导数 从 而 ,在 中 的 导数 属于 


L:(R" )， 改 EH'(R")。 
证 毕 

注 1.4.5 利用 局 部 化 技巧 即 可 得 如 下 结论 ， 车 一 光滑 超 曲 
面 卫 将 给 定 的 区 域 8 分 成 两 个 子 区 域 81 与 9,， 又 若 & 在 8， 
8, 中 均 为 旦 ! 阔 数 ， 且 在 上 两 侧 的 迹 相等 ， 那 末 x 也 是 整个 区 
域 2 中 的 已 : 函数 。 

由 此 又 容易 得 出 ， 若 4 是 区 域 8 上 的 已 ! 函数 ， 在 09 上 的 
迹 Yu=0， 则 w EH3(8)。 1 

下 面 的 定理 将 在 第 二 章 中 用 到 。 

定理 1.4.6 设 xEFICR3) [HCR:)， 则 


> PE-EHIRY) 1<i<n-1, (4.8) 
i 
证 明 由 于 w€EH*(R:)， 故 


(R+), 
由 注 1.4.5 知 只 需 指出 
7 EE)= 0 
对 1<i<n- 1 成立。 设 {4} 是 C" (有 3) 电 的 函数 列 。 满 中 
*0 : 


i 


一 


uu(H:(R:)), 
于 是 有 Yu 了 You(H1CR”A))， 从 而 在 LCR”") 中 ， 


0 


一 一 一 yo2 = 0， 1 和 1! 委 1 一 1。 
OX: 


Yous—>* 


0 
OX: 
-一 Ou, Ou } 则 . 
男 方面 ， 由 Ox: OX; (H (R:*)), 可 得 


。 3 -7 (2(Rea))。1<i<z-1ls 


显然 ， 对 zx, 成立 


0 Ou, “ 
Ox. You,= Yo Ox 多 
下 由 极限 的 唯一 性 知 
Ou _ 
， 2 DXi = 
′ 由 此 可 知 
人 
证 毕 


最 后 ， 我 们 指出 ， 利用 迹 定理 可 以 将 Green 公式 推广 到 广 
义 函 数 的 情形 。 这 就 是 。 
: 定理 1.4.7 设 员 如 定理 1。.4. 4 所 述 ， u EH'(Q), My 


| 2 dr | 1 COB (Nn, Xi) ds, (4.9) 
D OX; a0 、 


又 当 4 EH(Q)A cii(Cx)EC”( 9) 时 ， 


OO Ou | Ou 
| .三 OXi (es OX )ax= OY ds (4.10) 


其 中 ~ 
- _Q_-=y (yelicos(n xD)-Q_ 
DY 人 Ox" 
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1 和 、 ，J1 和 家 4 二 抽 抽 3 六 光村. 本 下 雪 人 i Mh a i i 本 计时 


证 明 ”我 们 只 给 出 (4.9) 式 的 证 明 ， 由 于 xEHI8)， 则 可 技 
到 C™(@) 函 数列 {4,}， 使 w,>u《H!'(8))， 又 由 迹 定理 知 
一 uu(L:(08)), 
所 以 将 ww 所 成 立 的 Green 公式 


Ou, dx=| u,Cog (nsxds 
[| - 


D Ox 
两 边 取 极限 ， 即 得 (4.9) 式 ， 至 于 (4,10) 式 容易 由 同样 方式 推出 。 
| 证 毕 
$5 和 典 入 定理 


本 节 中 进一步 讨论 万 "(8) 函数 的 性 质 。 我 们 将 指出 ， 当 mm 
充分 大 时 ， 互 "(2) 函 数 是 连续 函数 甚至 可 以 按 经 典 意义 求 导数 ， 
其 可 求 导 的 阶 数 与 到 有关。 这 里 所 说 的 一 个 瓦 "(8) 函数 是 连续 
函数 ， 其 意义 是 说 这 个 函数 可 以 几乎 处 处 等 于 一 个 连续 函数 。 

定义 1.5.1 设 8 是 "中 的 有 界 开 集 ， 若 存在 >0, 86> 
0 ， 使 对 一 切 yE5， 都 存在 一 个 以 为 项 点、 半径 为 p、 锥 立体 
角 为 6 的 闭 锥 民 ( 力 ， 使 入 ( 幼 玫 5， 则 称 2 满足 锥 条 件 。 

显然 ， 若 2 有 界 且 边界 99 光滑 ， 则 2 满足 锥 条 件 。 


定理 1.5.1 老 2 渍 足 锥 条 件 ，xzEC” (5)， 轴 之 万， Rg 
满足 估计 式 
supjzj<Cljzlureon (5.1) 


证 明 以 B, 记 球 心 在 原点 、 半径 为 + 的 球 ， 设 g(t) 是 
Ce(B1) 胃 数 ，g (1) 之 0， 且 在 Bi 上 gaeli， 又 令 . 


<D-e(ph 


ol 
若 wE€C”"(6)，2m 之 n, 对 于 任 一 点 yE88， 取 (ly) 是 锥 条 件 
中 指定 的 锥 , 在 K(y) 中 沿 着 从 顶点 9 出 发 的 射线 积分 ， 有 
| Gn)ar= -uD 
式 中 Y= lx-yl, 再 在 K(y) 的 锥 角 范 围 内 积分 ， 有 
人 | 和 世 Gopxco)arae = —&(y) | za = 一 u(y) -Pe 
将 左 端 关于 8B 的 积分 作 分 部 积分 m 一 1 次 ， 有 


jz) | -于 | 人 全 (rz(mDa(o)| 


pp 
-| ruar) )ao ] 


» b>0o 


= 地 jr 4 (tC)u(x) drdo | 


1 1 


= yi (|r Cr eu )drdo 
= jy | 和 oodz|， 
利用 Schwarz 不 等 式 ， 有 . 
: lu < ges) | (rh) dx 
1 x | re Vax 
当 m>> 了 时 ，| ,rr*"- "dx 收 化 ， 所 以 有 


1 


] 


la lS | S| dr (5.9 


注意 到 z 
d” 2 呈 网 1 dam- 上 dt! 
dr TH) = a” dr™t rr 
<C 三 | 去 CT » 
<&C’ 》， “zx 


1 
将 它 代 入 (5。 2), 即 得 ,5.1) 式 。 
证 毕 
注 ~1.5.1 利用 定理 1， 5.1 的 结论 又 可 得 : 若 吕 满足 锥 条 


- 件 ， UEC" (只 )， m>> 记 +k, 则 4 满足 估计 式 


suplO wu [<clzjaneo (5.3) 


定理 1.5.2( 收入 定理 〉 设 8 为 R"* 中 的 有 界 区 域 , .具有 
光滑 边界 ， mm> 万 + 则 太 "(8)CC+(6)， 且 值 同 映照 j 


HH"(Q) C8) 
是 连续 的 ( i 也 称 为 媒 入 映照 ) 。 
证 明 由 定理 1.3.2 知 ， 存 在 C~(8) 通 数列 {x”"}， 使 
， u‘ ->u(H"(Q)), 
于 是 由 (5.3) 知 
sup19 (zx _ 25) ) (Cllu'”’— u' "la",o : (5.4) 


9 


由 于 {uy 是 五 "(8) 中 的 Cauchy 序列 ， 故 和 "小 也 是 C! (5 中 

的 Cauchy 序列 。 从 而 {fw 站 也 按 C (8) 的 意义 收敛 。 显 然 ， 按 、 

这 两 种 意义 收敛 到 的 极限 是 同一 元 索 ， 所 以 wuEC*(8)。 同时 ， 
44 | 一 i : 


(5。3) 表 示 瑟 "(8) 到 C55) 的 嵌入 映照 是 连续 映照 。 
证 毕 
注 1.5.2 藻 8 仅 满 足 锥 条 件 , 则 每 一 个 五 " (8) 函数 4 几乎 
处 处 等 于 一 个 C*(83 函数 ， 且 sup 1D"w| 是 一 致 有 界 的 。 因 为 
由 锥 条 件 知 对 每 一 点 yE8@， 有 以 B 为 锥 角 ， 以 6 为 半径 的 锥 
. K(y)CHo 
取 ei<o， 通过 坐标 轴 的 适当 移动 ， 不 妨 设 


K = {x n> 0 | |<6x,, jxl<p cK = K(y), 一 
式 中 6 为 一 个 仅 依赖 于 p 与 8 的 正常 数 ， 作 


oo 8] (ei 
x (te wr dr’, (5.5) 


其 中 x 为 81 例 1 中 引入 的 函数 ， 则 当 e 充分 小 时 ， 只 要 xE€Ki， 
(5.5). 式 中 的 被 积 函 数 的 支 集 在 开 中 ， 从 而 积分 有 意义 。 又 由 于 
n, 6 部 为 固定 的 数 ， 所 以 
UX) EC™”(K), 
W(X) u(r) (H” (KI)), 

利用 定理 1.5.2 知 &x) EC' (KR)。 所 以 EC:(8)， 且 由 于 存 K 
路 的 C* 模 可 以 用 一 个 仅 与 bi 与 6 有关 的 常 数 乘 岂 ljigncrs 来 
控制 ， 故 得 sup 1D"w| 在 8 中 一 致 有 界 。 


、 


当 我 们 在 广义 函数 类 中 讨论 偏 微分 方程 的 求解 对， 嵌入 定理 
提供 了 一 条 从 广义 函数 解 到 达 经 典 解 的 途径 。 所 以 ， 这 个 定理 对 
于 近代 偏 微分 方程 理论 来 说 是 十 分 重要 的 。 下 面 我 们 给 出 五 "… 

空间 中 嵌入 定理 的 一 种 形式 ， 其 证 明 可 参见 [3],[4]。 
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I rr i ri 本 于 本 秆 出征 ER by Tm ne 


定理 1.5.3 设 2CR" 具有 光滑 边界 ，#EH”…? (8)。 则 
当 1<p< 二 时 ， 设 杂 满足 


工 - 荆 _ 纪 
四 p’ pp nx? 
则 H”™' JS (9), 
并 是 存在 常数 C>>0， 使 


A oClalla", ?4.0 VuEH"™'? (8), (5.6) 
2) 当 二 <<p<%， 级 之 1 时 ， 咱 
PFCO)CCoCG)， 
生存 在 常 教 C>0， 使 得 : : 
suplulx) 1<Cllzllan， to, VuEH"™’?(R), 《5。7) 
下 面 我 们 证 明 另 一 类 嵌入 定理 ， 也 称 紧 嵌 入 定理 。 在 83 我 
- 们 已 知 , 当 maoD0 时 ，BH"1(8)CH™”*(8)， 下 面 我 们 将 证 明 ， 


在 8 为 有 界 的 条 件 下 ， 异 同 映 照 i 瑟 "(8)->H"(8) 不 仅 是 连 
续 的 ， 而 且 是 紧 的 。 


下 理 1.5.1 设 〇 是 及 中 边 长 为 4 的 立方 体 [a sans bis 
8]，xzECHO), 则 


llixo<e (| udx) + 中 Etonlizon 《5.8) 
证 明 ”对 任意 x,y EQ， 我 们 有 


u(x) — uCyy= -S| Oiu yi" "25S9Xj1 "Xn dsSo 


两 边 平 方 ， 并 利用 Schwarz 不 等 式 得 
wx) + uy) — 2u(x) uly) - 


， 寻 LE . ， . 
<ra| (Oy1) "(yi 3° 9 Yl9 SI NIH1s "sy Xn) dSo 
- oy | - ” 
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关于 xi yxXrsygis gr 积分 ， 即 有 
2d" labios<2(| dx) +aaololiso， 


此 即 (5.8) 式 。 Sy 
注 1.5。 2 通过 极限 过 程 可 知 ， 当 ww EH1(Q) 时 (5.8) 仍然 
成 立 。 


定理 1.5.4 设 @ 为 R" 中 的 有 办 区 域 且 其 有 光滑 加 都 ， 
则 HH'(8) 一 L*(8) 的 肉 入 映照 是 : 紧 映 腿 。 

证 明 我们 需要 证 明 的 是 ,车 {wu} 为 也 (9) 中 的 有 界 序列 ， 
则 其 中 可 选取 子 序列 在 工 :(8) 中 政令。 

先 设 对 每 个 7， zi E 五 1C2)， 则 xz” 可 作 零 延 拓 到 含 8 的 立 
方 体 Q 中 ， 且 仍 保持 w"EH'(@8)。 不妨 设 8 的 每 边 长 度 为 1， 
iM= sup{le "ln}, 对 任意 的 >0， 取 NN 使 27M ?AN <e， 然 
后 将 立方 体 @O 划分 成 N" 个 小 立方 体 Qik=1,…,N"')。 由 于 工 ? 
中 的 有 界 集 是 弱 紧 的 ， 所 以 从 {w* 站 中 可 以 选取 子 序 列 使 其 弱 收 
敛 ， 不 妨 仍 以 fx 分 记 此 子 序 列 ， 于 是 可 找到 整数 m， 使 

[fC wads < 1< 和 5E<N"，7 Ap。 (5.9) 


对 于 函数 zx”- zw) 应 用 引 理 1.5.1， 并 注意 到 (5.5) 式 ， 有 
jw” — uizxowpEN". DR + splo (1 — 1 ")) joye 
再 关于 上 相 加 ， 可 得 : 


(Cy) __ “i 


+ gp 2 ue — uu ) to eE, 


lu 


< N”. 


2 
所 以 w"* 是 L*(Q) 中 的 Cauchy 序列 。 
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今 若 wx ”为 一 般 的 瓦 !(8) 函数 ， 由 定理 1.4.2 知 4 可 延 - 
拓 为 ICR) 应 数 站 仍 作 立 方 休 Q 使 9cC9, 作 截 断 函 数 1E€ 
C7(Q),， 且 使 1 在 8 上 人 恒 等 于 1 ， 则 ww” 就 是 及 :1(Q) 函 数 ， 且 
lna'* laoy 有 界 ， 运 用 前 面 已 证 得 的 缚 gn{1Y "中 可 人 选取 子 序 
列 ， 使 其 在 L*(8) 中 收敛 。 但 伍 ("， 是 ww 在 Q 中 的 延 拓 ， 从 而 
知 {u*} 中 有 子 序列 在 (8) 中 收敛 。 : 

: z 证 毕 

注 1.5.3 由 定理 1.5.4 立 即 可 得 ， 在 关于 只 同样 的 假定 
下 ， 只 要 mP1， 从 五 "(8) 一 有 8) 的 嵌入 映照 是 紧 映 照 。 

事实 上 ， 定 理 1.5.4 说 明 上 述 命 题 对 加 =1 成 立 。 今 车 此 命 
题 对 苔 成 立 ， 且 车} 为 有 HC8) 中 的 有 界 集 ， 则 {a 站 及 
{Osu"》(j=1,…,n) 都 是 肪 "( 介 ) 中 的 有 界 集 ， 从 而 通过 有 限 次 选 . 
取 子 序列 的 过 程 可 以 得 一 子 序 列 ， 使 其 本 身 及 其 一 阶 导数 均 在 
五 "” 《8) 中 收 义 。 而 这 正 说 明 该 子 序列 按 瑟 "(8) 范 数 收敛 ， 从 而 
上 述 命 题 对 m+ 1 也 成 立 ， 故 由 归纳 法 知 注 1.5.3 对 一 切 正 整 数 
mn 成 立 。 一 ” | 

关于 嵌入 定理 与 紧 嵌 入 定理 还 有 许多 重要 的 结果 ， 有 兴趣 的 
读者 可 参阅 [3]。 | 


和 


第 二 章 椭 贺 型 方程 


从 本 章 起 ， 我 们 将 把 第 一 章 中 建立 的 广义 函数 与 Sobolev 空 
闻 的 理论 应 用 于 偏 微 分 方程 的 研究 ， 即 介绍 二 阶 线性 方程 的 一 些 
基本 结果 ， 同 时 介绍 几 种 不 同类 型 的 方法 与 技巧 。 


$ 1 边 值 问题 的 广义 解 


设 9 为 R* 中 的 有 界 区 域 , 具有 光滑 的 边界 。 本 章 中 我 们 将 在 
9 上 讨论 如 下 形式 的 类 型 广 和 的 边 人 站 


| Zuz= 2 Lr Ox + 号 bi (x) =f,， (1.1) 
zloo=0 | | "(1.2) 
式 中 Qi、 bi、 Cc 为 变量 二 (xX1s "gy Xn) 的 C™() 实 函 数 《 这 


个 要 求 一 般 可 以 减弱 ， 但 在 本 书 中 我 们 并 不 注重 于 这 一 点 ) 。 系 
数 co, 还 满足 ai) = cj 以 及 炳 图 性 条 件 


一 Yar (Eb > ao}, 60。 (1 .3) 
j=l . $=] . 


式 中 2 是 一 个 与 x 无 关 的 常数 ,条件 (1.2) 称 为 齐 次 Dirichlet 条 
件 。 边 值 问题 (1 .1) (1.2) 称 为 Dirichlet 边 值 问题 。 

在 偏 微 分 方程 的 经 典 理论 中 ， 问题 (1.1)， (1。2) 的 解 必 须 
在 C (9)11C " (52) 中 寻找 ， 引 进 广义 函数 空间 的 工具 以 后 ， 我 们 
就 可 以 将 这 一 要 求 降低 。 然 而 在 怎样 的 广义 函数 空间 中 来 讨论 问 
题 (1.1),，〈1.2) 较为 合适 呢 ? 让 我 们 先 来 看 -一 个 例子 。 

如 我 们 在 绪论 申 所 扩 到 的 那样 ， 当 考 察 一 平面 区 城 S 上 具有 
给 定 边界 位 移 的 薄膜 平衡 问题 时 ， 需 要 求 远 函 


-4 


~ re]= | [E(u +3) -ufIdrdy (1.4) 


的 极 小 值 。 泛 函 (1.4) 的 物理 意义 就 是 薄膜 所 具有 的 能 量 。 容 易 
证 明 ， 在 边界 98 上 和 玛 零 值 的 C2(8)mCL5) 函数 类 中 7 取 
极 小 值 的 问题 与 Poisson 方程 - 4u= 了 的 求解 是 等 价 的 。 事实 上 ， 
设 & 是 使 JIw] 取 极 小 值 的 元 素 ， 则 对 任 一 9E C2(2)， 、 
(ut ep]) =0。 (1.5)》 


a 一 0 _ 


从 而 得 
| iuspst up fo) drdy=0, veEczG)。 (1.6) 


玫 


或 - 
(aur Pearzz=o，veecz(9)。 (1.7) 
| - 


由 Cs (8) 在 工 2(2) 中 的 稠密 性 ， 即 可 推出 
一 人 = 厂 。 (1。8) 


反之 ， 若 xzECz(8)fCc 5) 满足 (1.7) 与 边界 条 件 4);o=0; 
那么 ， 对 任 一 在 边界 上 取 零 值 的 C*(8) 作 C1(6) 的 函数 9， 


Jtu+ ep]= 7J[xzJ+e | (uspet py— fp) dxdy 


中 


FA . 
十 5| (3 + Pi) drxdyo 
2 J5 


利用 分 部 积分 法 ， 易 知 (1.6) 成 立 ， 所 以 
Tu + epJ>7Cu] 。 

这 就 说 明 7Ew] 取 极 小 值 。 
为 推广 解 的 概念 、 我 们 可 以 把 使 泛 函 (1。 4) 取 到 极 小 值 的 元 

素 视 为 原始 物理 问题 的 解 。 从 7[u] 的 表达 式 来 看 ， 只 要 z& 及 其 导 
数 平方 可 积 ， 它 就 有 意义 。 结 合 z 在 边界 上 取 零 值 的 要 求 ， 我 们 . 
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1 7 


就 应 当 在 已 ( 妨 ) 中 考虑 泛 玫 J[zJ 的 极 值 。 根 据 前 面 从 (1。.5) 到 
(1.7) 的 推导 过 程 可 知 ， 在 如 i《8) 中 使 泛 函 jz 取 极 小 值 的 元 
素 按 广义 函数 的 意义 满足 方程 (1.8) 。 - 

这 个 例子 和 启示 我 们 ， 在 Sobolev 空间 互 1(C8) 中 讨论 问题 《1 
1)，(1.2) 是 较 合 适 的 。 此 时 ， 若 zx 为 问题 (1.1)(1。.2) 的 解 , 则 
表示 芒 广 义 函 数 意 义 (1.1) 成 立 ，(1。.2) 式 也 应 当 理 解 为 广义 函数 
在 边界 08 上 的 迹 为 零 ， 且 边界 条 件 (1.2) 可 以 用 weEHi(8) 表 
示 。 又 当 xE 刀 (8) 时 ，Lu EHT1(8)， 所 以 问题 (1.1)(1.2) 的 
合适 提 法 是 ， 对 于 EHT'(8)， 导 求 昌 i(R) 函数 zx， 使 它 按 广 
义 函 数 的 意义 满足 (1.1)。 这 种 解 也 称 为 广义 解 。 

与 偏 微分 方程 的 经 上 典 理论 相仿 ， 在 偏 微 分 方程 的 近代 理论 中 
解 的 在 在 性 和 唯一 性 都 是 需要 研究 的 最 基本 问题 。 另 一 个 基本 问 
题 是 解 的 光 托 性 问题 , 即 在 某 些 附 加 条 件 下 ,例如 (1.1) 中 函数 / 
具 较 高 的 光 溃 性 时 ， 解 将 有 怎样 的 光 请 性 ? 如 采用 Soboley 空间 
作为 光滑 性 的 度量 , 则 问题 化 为 ; 若 f 属于 某 Sobolevy 空 国 H"! (82) 
时 ,zz 属于 怎样 的 空间 召 "? (Q)? 利用 第 一 章 中 证 明 的 秦 入 定 


理 可 知 9 落 WEH": (8)， 而 ms:> 喜 +2 时 ， “ 就 具有 二 阶 连续 偏 


导数 ， 于 是 按 广 义 函数 意义 的 x 就 是 古典 解 。 所 以 ， 关 于 解 
的 光滑 性 的 研究 党 可 用 来 证 实 广义 解 就 是 古典 解 ， 当 然 它 还 有 独 
立 的 意义 。 此 外 ， 在 偏 微 分 方程 的 近代 理论 中 也 还 常 研 究 解 的 其 
他 性 质 以 及 求解 方法 等 。 在 涉及 到 这 些 问题 时 我 们 再 作 详 细 说 
明 。 z , 

边界 条 件 (1。2) 还 可 以 改 成 非 齐 次 的 ; 即 xjon =g 的 形式 ,这 
里 g 是 在 边界 68 上 给 定 的 一 个 函数 。 这 个 问题 的 一 种 处 理 方法 
是 将 它 化 成 县 有 章 次 边界 条 件 的 问题 。 若 在 边界 68 上 定义 的 应 
数 9g 可 以 延 拓 成 为 1(98) 函数 ， 并 且 仍 以 9 记 之 ， 则 去 =x 一 9 就 
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= a te i ti 


RE 


将 满足 
{ Lu=/—Lyg, (1.9) 
ulso=0。 、 . 71.10) 
由 于 ff LgEH-'(Q), 所 以 它 就 是 前 面 所 述 的 问题 (1.1)。(1， 
2) 的 情形 。 这 里 需要 注意 的 是 。Hi(8) 函数 在 边界 上 的 迹 是 一 
个 豆 ! 有 函数 。 所 以 为 使 定义 在 68 一 的 男 数 9 延 拓 成 一 个 Ht(9) 
西数 ，g 必需 是 五!/1 (88) 的 函数 。 . 和 
如 果 讨 论 方程 (1.2) 的 Neumanaa 问题 ， 边界 条 件 应 当 改 为 


Ou Nn 
ay jo 0 . (1.11) 


的 形式 。 这 里 己 表 示 沿 99 的 余 法 向 求 导数 ， 即 


名 = 疡 21 1) oon (nen) 


如 果 我 们 限定 在 Hi1C98) 中 讨论 (1.1)(1.11) 外 则 (1.11) 式 
就 不 能 按 广义 函数 的 迹 来 理解 。 至 少 在 尚未 进一步 研究 解 的 光滑 


性 以 前 ， 仅 接 照 xE 有 (9) 的 条 件 ， 无 法 赋予- 名 | 。 以 确切 的 


音义 。 所 以 我 们 得 利用 Green 公式 将 问题 的 提 法 作 些 改变 。 
阁 wEHX《Q8),，vE Hi(8)， 则 利用 Green 公式 可 得 


Se 。 


《 一 Lu, UV),2 (9) = = CCz， -Pe, v) 22 Qo 《1。12) 
式 中 alu，v) 是 z， v 的 一 个 双 线性 形式 ， 即 
al(u, =| [Da i Ov + 和 (一 -b+ Yt) Ou 一 


O 
Ox Ox ‘1 -1 Ox Oxt v 
™ cuv ldx。 


因此 ， 当 wu 满足 (1.1) 式 时 ， 可 得 
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有 


e~/, v) 120)= atu, DE VD) LAen)o (1.13) 


如 果 2 又 满足 边界 条 件 (1.11)， 则 有 
az 1)= 一 (fourxo，， (1.14) 

反之 ， 如果 wuEH?(8)， 且 对 任 一 vEH1(Q) 满足 (1.14) 式 ， 则 
道 此 过 程 可 以 推 得 & 满足 方程 (1.1) 以 及 边界 条 件 (1.11)。 注 
意 到 在 (1.14) 式 中 仅 出 现 z 的 一 阶 广义 导数 ， 当 wEH'Q8) 时 ， 
说 到 (1。14) 式 成 立 与 否 是 有 意义 的 。 于 是 如 果 wEH1(8)，。 且 对 
于 作 一 AH1(8) 函数 v 成 立 (1.14) 式 ， 就 称 4 是 Neumann 问 题 
(1.1)(1。.11) 的 解 。 易 然 , 当 wwEHXA《8) 时 , 这 样 定义 的 Neumann 


问题 的 解 在 边界 09 上 的 导数 锅 按 广义 函数 迹 的 意义 满足 


(1,.11) 式 。 
对 二 第 三 边 信 问 题 在 广义 函数 框架 中 的 叙述 可 相仿 地 给 出 。 
如 果 讨 论 边 界 条 件 为 
z z (到 +ou)leg=0 (1.15) . 


的 第 三 边 信 间 题 , 则 利用 闫 们 的 推导 可 知 , 边 值 问题 (1.1)(1.15) 
的 解 # 应 当 定 义 为 H1(8) 中 满足 - 

a(u4, v) + (ou, V) L20009)= -~ (f，u) VvEH'(Q) (t+t。 16) 
的 函数 。 且 易 知 ， 当 2&E (8) 时 ， 它 就 按 迹 的 意义 满足 (1 15) 
式 汪 

顺便 指出 ， 对 于 第 一 边 值 问题 (1.1) (1,2)， 也 可 以 利用 双 
线性 形式 <(x，u) 来 规定 解 ， 着 # EH3(Q)， 且 满足 

al(uy, v= —(f, v) ，YuEEIC2)， (1.17) 

则 称 42 为 第 一 边 值 问题 (1.1)(1。2) 的 解 。- 显 然 它 与 前 面 巨 叙述 的 
解 的 概念 是 一 致 的 。(1.17) 与 (1.14)(1.16) 之 区 别 是 ,在 (1.17) 中 


r To EH i hi Et pe 2 


仅 要 求 1 EHT1(8) ,xEHICQ)S 而 在 (1.14) (1.16) 中 JEE2(Q)。- 


本 章 中 ， 我 们 主要 讨论 二 阶 椭圆 型 方程 Dirichlet 问题 解 的 


存在 性 、 唯 一 性 、 正 则 性 以 及 有 关 特 征 值 的 问题 。 


$2 - Garding 不 等 式 


。 设 研 为 上 区 中 给 定 的 榜 圆 型 算 子 ， 现 在 来 建立 与 工 有 关 的 两 
个 先 验 估计 式 。 它 在 边 值 问题 (1.1) (1。2) 的 研究 中 起 着 重要 作 . 


用 。 


定理 2.2.1 (Gairding 不 等 式 ) 设 只， 元 如 前 所 定义 ， 则 存 


` 在 正常 数 Ci:，C:， 使 对 一 切 C3(8) 函 数 2 成 立 。 
Re(— Lu, u) mm Cru) 一 人 CC: bay? © 
证 明 利用 Green 公式 知道 - 


(Lu Wing = eb, DW- (S, Wr0 


=a(, 4)o 本 


所 双 线性 形式 ^(*。") 的 表达 式 ， 有 


(2.1) 


是 Ou Ou Oars ， — ,J 
ou, 4) | [Bas Oxs 1 Pe -br es cz Jax 


| 


>eleradul — C lgradul bal -Cc pe. 
又 利用 不 等 式 2ab<ea’ 于 一 一 2， 我 们 有 


名 二 0 


2 jgradzj Jul FC7 
从 而 可 得 
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|gradul> + 2 lu fl” 


0 3 clas]e | 


Re C— Lu, wiag=alu wu) leradulP — (E+ C” je。 


由 此 即 得 (2.1) 式 。 
证 毕 


定理 2.2.2 对 于 椭 贺 算 子 工 ， 存 在 常数 C 与 4, 使 当 Re4 


>4 时 . 对 一 切 C%(8@) 画 数 2 成 也 
IJ- LutAul_iClall。 ~ (2.2) 
证 明 ”由 (2.1) 式 知 
Re(— Lu, W120o>Ciluli — Cl 
故 取 4= C:， 在 Re4>4 时 四 
RelC— Lut Au, WU)r2o >Cilulio 
由 Sobolev 空间 的 性 质 知 - 
1 (~— Laut hu, Wiao lL -Dull 
由 此 即 得 (2.2) 式 。 、 


i 


证 毕 
注 2.2.1 有 时 我 们 也 称 (2.1) 与 (2.2) 分 别 为 椭圆 算 子 的 
第 一 、 第 二 基本 不 等 式 ; 又 当 wE 日 ,(8) 时 ， 通 过 极限 过 程 易 知 
这 两 个 基本 不 等 式 仍 成 立 。 z 
定理 2.2.3 对 于 椭圆 算 子 工 ， 当 m>>0 时 ,存在 常数 C 外 和 


C3， 使 对 一 切 C2(8) 函数 2 成立 (从 而 五 ?3(2) 函 至 也 成 立 ) 


Re(< Lu, wuC ul — Cz)? (2.3) 
又 存在 正常 数 Ce 与 4 路， 使 对 一 切 Rel 盖 水 "成立 
1 一 Zaz+ hula>C "alane (2.4) 
证 明 我 们 就 =1 的 情形 证 明之 。 利用 (2.1) 式 知 对 任 
意 ]= 1>… 
Rar LO, 9 Ce ~ Cslorul’, (2.5) 


上 


Yt 


让 


其 中 (60,4) =0;Lu- Da ?sz 一 De: G4- 9ew, 所 以 


Re( - _oLu, Om >Ret- LO0, O01 — Clul,lulie (2.6) 
将 所 有 的 (一 0;Lu，。9;4) 关于 了 作 和 ， 再 加 上 (- - Lu，W)。 可 得 


Re(— Lx, 2 Re( ~- L(0),Uu), O01u)— © ull, ~ C, la) 


>C loml? -nceluli — co slit 


i 


> ed- Casali+ hal’). 
因 、 
uli = POu, OD + us w= (1-20Du 1) 
<ialhlul < a + lel : 


故 在 € 充分 小 时 可 得 (2.3) 式 。 
若 取 4A，= Cs ， 那 么 Yu EC?(8), 对 任 一 和， Re4> he 
就 有 “~ 
Re(— Lu + hu, Cl (2.7) 
而 左 端 经 分 部 积分 后 为 


Re( 一 工 x+ uw, (I-— Du 一 
< CL — Aal zh。 


代入 (2.7) 式 不 难得 到 (2.4) 式 中 m=1 的 情形 。- 


我 们 将 mi1 时 (2， 3) 式 以 及 (2.4) 式 的 证 明 留 给 读者 。 
证 毕 
往 2.2.2 若 只 是 无 界 的 区 域 。 又 当 Girding 不 等 式 的 证 
明 中 所 涉及 的 系数 及 其 导数 在 2 上-- 致 有 界 , (1,3) 在 所 上 成 立 ， 
则 (2.1) 仍 成 立 。 


定理 2.2.4 对 于 如 前 给 定 的 9 与 椭 贺 算 子 工 ,存在 常数 4， 
使 当 Re4 之 4 时 ， 方 程 (~ 工 + Wu=f 了 对 任 一 EH 1(8) 存在 唯 
一 的 五 ;(8) 解 。 

证 明 由 (2.2) 式 知 ， 当 4 充分 大 且 Re4>4 时 ， 

-Lut ul Call 
对 于 一 切 矿 i (8) 函数 娘 均 成 立 ， 于 是 当 一 Lut+ hu = 人 0 时 ， 必 有 2 
= 0。 由 此 立刻 可 得 解 的 唯一 性 。 

2 作 工 的 形式 共 e 算 子 L*， 它 按 下 式 定义 


了 sb = 民 BB- 元 Co- 呈 沿 (BoDt+cu， (2.8) 


#4] 
刚 ] 元 * 与 工具 相同 的 二 阶 项 ， 它 也 满足 桶 圆 性 条 件 ， 故 月 定理 
2.2 可 适当 改变 上 面 的 C、4， 使 当 Rei>>4 时 ， 
jC—L*+ vlclv)l (2.9) 
对 一 切 vEC23(8) 成 立 , 于 是 当 了 EH 1'(8) 时 ， 对 Re 之 4 有 
fs, DIE oC L*+ iv (2.10) 
算 子 -= L*+4 将 C2(8) 空间 映照 到 五 "2!(8) 中 的 线性 子 集 B,，B 
可 以 表示 成 {w EHT1(8),。 w= (一 L*+ 们 v，vEC?(8)} 。 在 B 
上 定义 一 个 线性 泛 画 Jo)= (f，( 一 L*+ 4)-1w) = (f，v)， 则 
(2.10) 式 表 示 L(w) 是 线性 连续 这 函 ， 利 用 Hahn~Banach 定理 
将 此 泛 函 扩张 到 互 -!(8) 全 空间 ， 并 利用 泛 函 表现 定理 ， 就 可 以 
找到 一 个 元 案 wuE(HM1(8))' = 到 i(8), 使 
(fs0) = UW) = (4, ww) (2.11) 
此 即 _ 
(fs0)= (zx CC-L*+Av)=(- Luthu, v), VYvECe(Q), 
从 而 说 明 4 为 -Lut hu=f 的 HH;(8) 解 。 
| 证 毕 
. 注 2.2.3 按 上 节 的 说 明 可 知 ， 定 理 2.2.4 中 得 到 的 ! 即 
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了 i me 1 


为 Dirichlet 问题 


zao=0- 


的 解 。 
$ 3 ” 边 值 问题 解 的 正则 性 = 


本 节 将 要 说 明定 理 2.2.4 所 得 到 的 Dirichlet 问题 之 解 有 较 
好 的 正则 性 。 确切 地 说 ， 当 右 端 fEH (2) (CS>0)， 则 解 xE 
Ps3+2 (8)。 这 是 偏 微 分 方程 理论 中 的 一 个 基本 定理 。 本 节 中 只 讨 
论 5 为 非 负 整数 的 情形 。 该 定理 的 证 明基 于 局 部 化 技术 和 泛 函 分 
析 的 某 些 结论 。 由 于 证 明 较 长 ， 我 们 先 作 些 准备 。 

引 理 2.3.1 设 有 五 ，H, 是 Hilbert 空间 ，7x:(4>>0) 是 一 

(1) 存在 一 个 与 1 无 关 的 常数 C， 使 得 17 <C，Y ,之 0s 

” (2) 存在 已 中 的 稠密 子 集 依 ， 使 VxE 乡 ， lim7xx 存在 ， 
则 在 在 一 个 TEBCOHi， H,), 使 得 limT x= Tx yxXEHi。 

证 明 事实 上 ， 对 任意 的 VEH，， 极限 limT1y 存在 。 这 是 
因为 . z 
ITy — TT, yl<ITy Tx] + Tx— Ty x + Ta 光一 Try) 

<2Cly—x|-+ iT x— 人 Tx, 


故 对 任 一 之 0， 可 选取 xE 多 ， 合 l-zlsic， 而 对 此 固定 的 
， 选 取 4。 ,使 当 4、4/<h 时 ,上 Tx 一 Tu 之 世 从 而 IT 
Tayl<e, 这 就 说 明 lim7 ay 存在 。 再 定义 算 子 
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TT, HEy 一 1im7 y= Ty€EH:i, 
则 全 满足 引 理 的 要 求 。 “ 
证 毕 
定理 2.3.1 可 分 的 Hilbert 空间 五 的 单位 球 是 弱 紧 的 ， 即 
车 {x,s}+CH， 且 x,| 志 1， 则 存在 一 子 列 Xnt 和 xoEH， 使 得 


lim(y, NX,) = (Fy, Xo), vy€eH。 (3,1) 
证 明 设 {y,}*i 是 日 中 的 秽 密 子 集 ， 那 么 
-} (ys, Xn) || yl (=1，…)。 《3。2) 


- 男 定 上 =1， 存 在 子 列 {z vv jcCtxzj， 使， 
Hm(g,. Xi,n) = Cio 
类 似 于 (3.2) 式 ， 由 | (ba [||y; 上 可 找到 Axi,n} 的 子 列 xz 

limty,, Man) = 人 ze 

以 琵 类 锥 ， 对 每 个 整数 上 ，、 可 找到 序列 {xi.n}， .使 

CC 于 ie CCtxr 上 且 

lm( ys, Xisn) = Ca, 

因而 对 序列 {xnn} 成 立 
. lim (ys, Ns 1 》 一 Crs 


式 中 所 为 任意 正 整 数 。 记 1,0y) =.《y，xmn)， 则 1 是 万 上 的 有 界 
线性 泛 函 ， 且 人 [<1， 它 在 瓦 中 的 一 稠密 子 集 {y,}%. 上 收敛 。 
由 引 理 2.3。1 得 知 , 存在 瑟 上 的 有 界线 性 泛 函 !， 使 得 1(2) = 
lim(y，xrm) 对 任 一 9E 瓦 成 立 。 再 由 Riesz 定理 知 存在 x6EH， 


使 1(y) = (gxo)。 这 意味 着 {xan} 弱 收 伍 于 和 。 


证 毕 
记 尺 :={(OxiyoeoXo) ER" |xs>0}。 若 wuEH(R?)= LL*(R'), 
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Eee 一 


对 于 非 零 实 数 j， 定 义 _ 


, i 
Ti = U(X1+ h, Xx,» °° Xn) | 


我 们 有 
引 理 2.3.2 和 若 zx， UvEH(R+), 册 | 
(zi -0) = (uu, T-iv), (3.3) 
rsad= lzl。 (3.4) 


证 明 ”通过 变量 代 换 x + h->x1， 易 得 、 
一 | ' ) v xi, Jdx= | zc Dx — hdr, 


此 即 (3.3) 式 。 又 在 此 式 中 取 v= rw 就 立即 得 (3.4) 。 
引 理 2.8.3 车 EHICR"Y), 记 Viw= (7 一)/h， 则 
| On | 
| en 
证 明 设 uwEC”(K?) 人 站 HI(R1)， 那 么 


1 ou ， 
Viau | Bes? )ds 


有 


| = 下 Gr+3h， Ch 
所 以 / 
: [ps lvitars | afps | | zx， 


即 


ER 


Ju, — wii—> 0。 从 而 
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Ed 


相公 (3.6) 


对 于 任意 的 uEH'(RI)， 存 在 un€EC” (K+) 则 H? (R?)， 使 


和 
- 4 


Du . Ou |. [Es oo 
Pe- 共产 |— | | (noo)。 (3.7) 
故 zs 一 22) < 子 lz 一 2 一 0 (一 co)。 


~ 1 一 > | xz 《2 一 ce)。 (3.8) 
结合 (3.6)、(3.7)、(3.8) 及 通过 极限 可 知 ， 对 任何 wEH'(R?),. 
(3.5) 均 成 立 。 

z | 证 毕 

引 理 2 3.4 车 EHICR')， WT CL RY)), 


证 明 由 (3.5) 知 ,， 了 V; 是 且 ! (R1) 到 L*(R!) 的 线性 连续 算 
子 . 且 Yi>0， 有 wd 委 1。 此外， 不 难 验 证 ， 


Vi (LRS ))， VuECrR’), 
而 C?(K*) 在 HiCR*) 中 稠密 ,- 故 由 引 理 2. 3 .1 得， 存在 一 TE 


B(H!'(R?)，L*(R+))， 合 得 
Viu——rTu, VuEH'(R+). 


前 已 证 当 wEC>( 丰 !) 时 ， Ta 因而 , 对 任何 uwEHI(R')， 


_ _Ou | 、 
Tu Dx * . 乡 证 毕 


广 2.8.1 前 而 我们 定义 的 算 子 mx 与 分 别 为 关于 变量 加 


的 平移 算 子 与 差 商 算 子 。 当 然 ， 若 将 它们 换 为 关于 变量 2，…，: 


xua 的 平移 算 子 与 差 商 算 子 ， 相 应 的 结论 同样 成 立 。 下 面 我 们 将 
这 样 做 ， 而 不 再 重复 说 明 。 
” “现在 回 到 椭圆 型 方程 的 边 信 问 题 ， 利 用 局 部 化 技术 可 以 将 区 


域 9 上 的 问题 化 到 六; 上 法 讨论 ， 故 我 们 首先 考虑 RI 上 的 算 子 
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1 Eh et ian eo ihr a de 2 re EE Fm . - 


F Fr 有 


L= ee “5 


于 此 设 ， 对 任何 PEZ; 
iis Li, CEC*(R+)|, Drais|, lID6 ;1,1D'CI<Ks, 


+ (3 -+ C(x)。 (3.9) 


和 . 
人 ii 一 人 9 


且 满 足 精 回 型 条 件 


2 CH (XE ,alls, VX ER ECER". 利用 定理 2.2.1 


及 注 2. 2.2 可 知 ， 存 在 与 “无 关 的 常数 Ci1，(C: 使 得 
(— Lu, WC Nu): -Cu , ViEHICR?), (3.10) 
引 理 2.3.5 车工 如 上 面 给 定 ，w EHICR?)， 则 存在 与 z， 
有 无 关 的 常数 c 使 得 z 
人 一 了 az vi 1<cITab hal + Lu). (3.11) 
证 明 uEHI(R? )， 当 7s0 时 ， YiuEHi(R')， 直 接 计算 
个 难得 到 ee : 


LVu= VLutRu, ‘» . 《3.12) 
其 中 : : 
R= 一 (中 Term 二 十 yA iTndz; 十 VacTil) 
故 
Ve Ly Ya)T<1(CY7 访 加 val+ | (Rw vol 
lyr ahh 十 C’C3aheei | | 十 Ia 
-2 + 了 rie Yl] 
< FV LVLul-t dwell 《3 。 13) 
因为 


Eh” 


同 理 可 得 


ww 
ri rx, Li = SUP Crows 1 9) | 


pECe(R8) lw ” 


= SUP | (zx 1， Ox ;T_h9)| 
oecTtns) J9l, 


< ju 外。 


JY,Lul lil 
代入 (3.13) 式 即 得 ‘3.11)。 


证 毕 


定理 2.8.2 设 工 如 上 给 定 ，u EH3CR?)，Lu€L*(RY)，; 


则 xEHRI)NHICRY), 且 
lull CC + Lull), 
证 明 ”本 定理 的 证 明 分 成 以 下 三 步 ， 
(1) 证 明 Yiwl 关于 不 一致 有 界 3 
(2) 证 明 ERICR3， (i=1, ,1-1)s 


(3) 证 明 St EH(CR:), 
pp 


(1) 的 证 明 。 因 为 YrxEHI1(CRI)， 则 由 (3.10) 得 


Ci Vu eC You) + [I(-LYiu, Viu)]。 
由 (3.5) 及 引 理 (2.3.5) 可 得 ， 对 任意 e 汪 0 成 立 


(3.14) 


ClVix 且 <Cajali + lvlit Seculi+ Ll) 。 


取 e = 全 ， 立即 得 


Yali<cwlazlirlZzl2， 
故 HVswj 一 致 有 界 。 


(3。157 


(2) 的 证 明 。 因 为 Hi(R') 的 单位 球 是 弱 紧 的 ， 歼 {Yiw} 在 
在 子 序列 ,水 妨 仍 记 为 {rw} ， 在 HH'(R*) 中 弱 收 化 于 g， 上 且 
Jglli< Clal? + Lal?), (3.16) 
由 于 对 固定 的 9EL*(R?)， 当 vEHI(RY) 时 有 
[Cw, 0) |<lvllol<clvl, 
所 以 (v，9) 可 以 视 为 王 (R3) 上 的 线性 连续 泛 函 ， 且 可 以 表示 


为 
(v,P) zzRa) 一 《1 $B) HicR ys YuvEH!'(R')。 


因此 ， 当 Yiw 在 Hi(R?) 中 习 收 合 于 g 时 ， 对 于 任意 少 成 立 
(Vau, Pb) Hicr— (9, Pp) pic), : 
这 也 说 明 对 任意 EL*(R?)， 成 立 
(Vius P) L219, PD) L2(R') 


即 iw 在 L:(R') 中 弱 收 敏 于 g。 又 根据 引 理 2.3.4，Yix 在 
TCR3) 中 强 收 伍 于 5， 从 而 


OU _ 1(R? 
Bx gEH! (R+)o (3.17) 


根据 注 3.1 中 的 说 明 ， 5 EECR3) (=1，…，7?-1)。 


(3) 的 证 明 ， 我 们 利用 方程 来 证 明 久 年 E 玉 (RY)。 因 为 


ai EE >0 sl’ 
取 E, =0 (i=1，**…，7 一 1)，5,=1， 就 得 
ann(X)>0>0o 
又 因为 
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、 Cnntx xn = f/f- 


:+s 


1 > 
Qi ji -bis -cuEH(RI), (3.18) 


故 Unzxn 世态 (RI1)，, 结合 (3,.17) 得 uEH*(R1)， 且 综合 (3.16)、 
(3.17)、(3.18)， 就 可 得 (3.14)。 

证 毕 

定理 2.3.3 若 工 是 如 上 面 假定 的 椭圆 算 子 , 4 EHo(R+)， 
LuEH*(R'), 为 非 负 整 数 ， 则 xzEH***(RI), 而 且 有 

ude aC dal + Lalls), £0, (3.19) 

证 明 上 =0 时 ,定理 2.3.3 即 为 定理 2.3.2。 今 设 HS 一 1 
(1) 时 ， 定 理 2.3。3 成 立 ， 即 车 EHE(R1)，Lu EH*(R+)， 
ks 一 1, 则 2zEH*+?(R'), 且 

aii 2 CeC wl + HLals), 
现 设 Lu EHC(RI), 那么 由 于 Ks 一 1 时 (3.19) 成 立 ， 故 26E 
HI3(RY) NH (RY) CHICR: NN HR 由 定理 1.4.6 知 


Ou CH3Q), 1=1, ,Nn- 1, 
OXs 


此 外 
O_o 一 DOi ob; Oc 
Lax, Ox (Lu) (i Gx Us + i Bit Bt) 
EH’ (SY) 
故 由 归纳 法 假定 得 ， 
和 ER3)， l=1, ***, 1 一 1， 
且 
Ou , 
Ea CHal+t Lul, + ul) 


”关于 1 相 加 ， 利 用 归纳 法 假定 就 可 得 
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到 | ,COzl+ Lul,) 。 


zl [Ox 


再 由 定理 2.3.2 的 证 明 中 第 (3) 步 可 知 ,|5 刀 | ， 也 成 立 同样 的 


佑 讨 式 。 从 而 得 小 ,+， 的 人 到 。 因 此 本 定理 成 立 。 
证 毕 

下 面 我 们 要 把 前 面 的 结果 推广 到 一 般 有 界 区 域 2 中 的 椭圆 型 
算 子 ， 得 出 如 下 的 正则 性 定理 。 

定理 2.3.4 设 8 是 R" 中 有 界 区 域 , 其 边界 光滑 , 工 是 5 上 
具 光 滑 系 数 的 椭 贺 算 子 。 若 xEHi(8),。 Lu EH'(9) (人 一 1) ， 
则 wzEH**:*(Q8), 且 

_ [az<<CnClz + Lu).)。 (3.20) 

证 明 这 里 我 们 要 用 到 局 部 化 和 展 平 技 巧 。 设 {Uo， °° 
Un} 是 上 的 开 和 覆盖 ， 自 9。 是 UN 几 8 到 球 B 或 半球 B+ 的 微分 
同 且 。 同 肘 于 整个 球 的 称 为 内 区 ， 同 胚 于 带 边 半球 的 称 为 边区 。 
设 {17e} 是 从 属于 {Do} 的 单位 分 解 ， 记 wc= yeox， 我 们 将 证 明 ， 
ue EH'*?*(Q)， 具 有 相应 的 (3.20) 式 。 以 下 我 们 仅 讨 论 边区 的 
情形 ， 因 为 其 证 明 的 过 程 对 内 区 也 是 适用 的 。 我 们 将 仍然 用 归纳 
. 法 来 证 明 此 定理 。 

当 上 = 一 1 时 ，(3.20) 是 平 几 的 。 现 设 wEHi(8)， LuE 
互 ' (8)，k 志 5 一 1(5 之 0)， 定 理 2.3.4 成 立 , 即 nEH'+*(8), 是 
满足 (3.20)。 若 LuEH'(8),， 因 到 '(8)CH'-!1(0)， 故 由 归纳 
法 假定 得 x EH'+'(9)， 且 成 立 


Mule Cs Cal zz -7。 一 (3.21) 
直接 计算 可 得 
Lue=foLut2 Da /+ (LIv -cyo)z。 (3.22) 


人 


将 右 端 记 为 fj。， 则 万 E 太 (8)。 记 vo。=w。。 pz!， 并 将 变换 后 
的 算 子 仍 记 为 工 ， 那 么 (3.22) 可 改写 为 
ZIor=joooz 在 B+ 上 。， 
因为 uo EHS(8), 且 supp7yv 和 B+ 的 弯曲 边界 不 相交 , 那么 vc 零 
延 拓 到 Rr+ 上 仍 属于 五 i (RI)， 以 后 记 其 为 5c， 类 似 地 将 f。。 
9z! 零 延 拓 到 整个 妨 ; 上 仍 属于 及 (RI), 也 记 其 为 fo, 还 将 算 子 
工 保 持 系 数 光 滑 性 和 精 圆 型 性 地 延 拓 到 下? 上 ， 例 如 可 令 
f=pL+(1-) 八 , 
其 中 WEC? (RR?)， 且 当 xEsupp?o 时 ,V(x) 二 1，suppp 忆 BB*， 
suppy 和 B!* 的 弯曲 边界 仍 不 相交 。 经 过 上 述 延 拓 后 ,我 们 有 
. foo= 了 。， 在 R+ 上 。 (3 .23) 
由 定理 2.3.3 得 vo。 EH''*(R+),， 且 
ldo; Co (ooll + (foli,) 

< 天 Co 人 (e+ Hall ss + Lalls)>。 (3.24) 

注意 到 (3.21)， 有 . 
ja 二 ze ,< Clooll ss: 
<C’ (alt lLxull,), 

从 而 由 归纳 法 知 定理 2.3.。4 成 立 。 

注 2.3.2 在 定理 2.3.4 的 条 件 下 ， 若 Lx EC"(8)， 则 w € 
C* (5)。 


8$ 4 关于 解 的 正则 性 的 进一步 讨论 


上 上 节 讨论 了 Dirichlet 问题 解 的 正则 性 ， 我 们 也 可 以 不 考虑 
边界 条 件 ， 转 向 如 下 的 问题 ， 若 xzE 多 和 18), 工 为 精 贺 算 子 ， 那 
么 当 Lw 在 @ 内 部 有 较 好 的 正则 狂 时 ，z 的 正则 人 性 能 否 相 应 -地 改 


善 呢 ? 为 了 回答 这 个 问题 ， 妥 引 入 局 部 的 Sobolev 空 间 ， 并 以 它 


去 度量 解 存 区 域内 部 的 正则 性 。 


为 
ie(9) = {4 对 任意 CCQ) 函数 p， 成 立 Pu EH'(0)}。 
(4.1) 

易 见 ,车 4€EHioe( 旭 ) , 则 对 任意 ovcc(8)， 有 uwEH'(Q) 。 

引 理 2.4.1 设 w€ 人 多 '(8)。 若 存在 kE 之 ; 和 正常 数 C 使 
得 对 任 一 PEC?(8) 有 . 
|<u, o> leClole; (4.2) 
那么 ， u€EH**(2), 

证明 因为 满足 (4.2) 式 ， 所 以 1(9)= <u, 9 可 夏 成 
Ht (8) 中 一 线性 子 空间 C2(8) 上 的 有 界线 性 泛 函 ! 由 C7(8) 在 
1(8) 中 的 移 密 性 知 ， 这 个 泛 函 可 扩张 到 及 i(8) 上 ， 故 WE 
(HSCQ))'， 从 而 zxEE-E8)。 

注 2.4.1 同 理 可 证 , 当 上 为 负 整 数 时 ,车 对 任 一 PE C%*(8)。 
(4.2) 成 立 ， 那 么 nw EHi* (28)。 

引 理 2.4.2 若 2GE 今 (8)， 有 suppuc9 ， 那 么 存在 
KEZ， 使 得 nw€EH* (98)。 

证 明 从 引 理 2.4.1 知 ， 仅 需 证 明 存 在 正 整数 上 使 得 z 满足 
(4.2)。 事 实 上 ， 车 这 样 的 不 存在 。 那 么 对 任 一 YE€ L 民 :， 存 在 
pvE C2(8)， 满 足 

|<u, o> 1?19,,。 (4.3) 
今 取 ¥ECr(8)， 使 y(x) 在 supp 4 的 一 邻 域内 为 1， 并 记 , = 


py/?9. 有 。 那 么 由 嵌入 定理 知 ， 对 任意 a， 当 ?> lal+[]+ 
1 时 有 
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定义 2.4.1 对 于 给 定 的 区 域 从 ， 局 部 的 Sobolev 空间 定义 


sup | 万 “及 |<CllP, latr "+ , /YP , 
ED 2 


注意 到 所 有 的 , 有 共同 的 支 集 ， 故 ye 在 C?(8) 中 趋 于 零 。 而 
因为 xE 多 (8)， 则 得 liro<<w, ,之 = 0。 但 另 一 方面 ， 由 (4.2) 
得 

|<u, $,>|1>1, 
这 就 导致 矛盾 。 

这 一 引 理 告诉 我 们 ， 支 集 为 紧 的 广义 函数 ， 必 为 有 限 阶 的 。 

注 2.4.2 由 引 理 2.4.2 得 ,， 若 w€ 多 ' (8)， 81 为 8 的 村 
对 紧 集 ， 则 存在 上 GE 之 ,使 得 EH'* (8). 四 

定理 2.4.1 设 工 为 8 上 具 C” 系数 的 椭圆 算 : 了 ， 

UE BQ),. 车 LuEHiIc(Q) (FEE)， 则 xzE 万 上 :22)。 

证 明 首先 设 suppw 为 8 中 的 紧 集 。 引 理 2.4.2 指出 ， 存 
在 sE 双 ,使 zxE 也 :(28)。 不 妨 设 1+2>s。 因 为 落下 + 2<s， 
则 已 无 需 证 明 。 又 车 s 之 1， 那么 EHS(8)。LuEH' (8), 此 时 可 
由 定理 2.3.4 得 wER**?(@), 破 只 需 对 s 委 0 的 情形 加 以 证 明 。 
为 此 ， 我 们 先 估计 ， 
| I(g)=|<u, g>1/Ngl-e.,, 

当 g 取 遍 C2(98) 函数 空间 时 的 上 界 。 因 为 上 的 共 元 算 子 Zx 也 是 
椭圆 的 ， 那 么 存在 lo， 使 得 对 任 一 9EC3(8) ,存在 EEC2) 
满足 (ZL#- jo)u=g， 且 由 定理 2.3.4 知 ， 此 解 vuEC“(5)， 且 
成 立 
ol <cCol es , YsEZ., (4.4 
所 以 对 任 一 取 定 的 在 suppu- 上 等 于 1 的 C2(8) 函数 站， 有 
I(g)= | Cz, (L*— 4)v) |/ lglesrs) 
= |((L A)u, po) /lgles+ so 
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Er et th rt i ke me 


TE TE TE 


络 合 (4.4) 得 
[TC@) EIL - A) ul lpvll,-s/lgl-e ss) 
CNN- A) ul 
CLul + 和)。 
由 引 理 2.4.1 得 zxE 互 (2)。 若 上 +2=s+1， 我 们 就 得 到 了 所 
需要 的 结论 。 若 k+ 2 之 s+1， 那么 取 s+1 代 烷 :重复 前 述 推理 ， 
就 可 证 得 uwEH'*’'(8)。 反 人 复 多 次 就 可 证 得 WEH'+*?(8)。 
再 讨论 supp zz 非 紧 的 情形 。 仅 需 证 明 对 任 一 *E&， 存 在 
xo 的 一 邻 域 O(xo)CC8, 使 得 wiocxowyEH'+:(8)。, 作 xo 的 邻 域 序列 
Oo(Xo) DOO DI DIOO, (x0) ID, (4.5) 
又 作 思 EC3(O。(xo))， 且 在 Ori(xzo) 的 一 邻 域内 ，g(xz) 王 1。 


记 vo = 二 ou， 那么 vo 满足 
Lvo= BLut Lyolo (4.6) 


式 中 工 是 依赖 于 加 的 一 阶 线性 微分 算 子 。 因为 supp 为 如 中 
紧 集 ， 故 由 引 理 2.4.2 知 ， 存 在 *， 使 在 suppy 上 属于 刀 '， 
从 而 (4.6) 之 右 端 属 于 Feice: 5。 由 本 定 理 前 面 已 证 得 的 结 
果 知 veEHeii+22ti)。 再 作 w1= iu， 可 得 类 似 于 (4.6) 的 式 
子 。 

Lv = Lut+ Ly (4.7) 
由 的 构造 可 知 ，(4.7) 的 右 端 属于 HW， 因而 viE 


minCt+ 35+2)。 经 多 次 肥 复 可 证 得 对 某 个 区， 使 2 在 O 〇 (xyo) 上 


属于 及 :+*。 又 由 于 x 为 8 中 任意 一 点 ， 所 以 wuEHE: (8)。 
证 毕 

注 2.4.3 在 定理 2.4.1 的 条 件 下 , 若 LuEC"(9), 则 wE 

C” (OO)。 
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$5 两 择 性 定理 


定理 2.2.3 给 出 了 Dirichlet 问题 解 存 在 和 唯一 的 充分 条 
件 ， 但 实际 的 情形 比 这 丰富 得 多 。 本 节 中 ， 我 们 将 给 出 二 阶 椭圆 
型 方程 Dirichlet 问题 的 Fredholm 两 择 性 定理 。 于 是 ， 椭圆 型 
方程 的 Dirichlet 问题 在 这 样 的 意义 下 总 是 可 解 的 。 为 此 ， 在 有 
界 具有 光滑 边界 的 区 域 8 上 考虑 悄 圆 算 寺 工 的 Dirichlet 问题 
{7 在 吨 F，， (5.1) 
i=0， 在 92 上 。 
由 定理 2.2.3 知 ， 存 在 ioER 使 问题 
{7 在 名 内 ， (5.2) 
u=0, 在 908 上 。 
对 任 一 AEH 1(8)， 存 在 唯一 的 解 wE 有 38:8)， 上 且 满 足 
ut Cll 
因此 (5,.2) 定义 了 一 个 瑟 i(8) 一 >yH 1(8) 的 连续 同 构 。 若 仍 记 
这 一 同 构 映 照 为 (地 -4o) ， 则 显然 (了 -14o) 是 五 9) 一 > 
五 i (8) 的 线性 连续 算 子 。 现在 把 ( 工 一 1o) :限制 在 三 (2) 中 ， 
它 就 可 看 成 一 个 从 L*(8) 到 已 5(02) 的 线性 连续 算 子 。 因为 8 为 
有 界 区 域 ， 故 由 定理 1.5.4 知 ， 瑟 1(2) 到 L*(8) 的 岁入 映照 是 
紧 映 照 ， 所 以 ~. 
LIL:(Q0)—rHI(Q)—>L (RQ) (5.3) 
.所 定义 的 复合 映照 为 紧 映 照 。 我 们 仍 记 它 为 ‘ 工 一 16) '。 这 是 一 
全 连续 算 子 。 注 意 到 〈5。1) 等 价 于 方程 
ut+AoL— A lu= CL~-4)!f, 
记 M 衣 = (IL 一 10)"!， 我 们 有 
utAioMu= Mjfe .. 《5.4) 
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它 所 祖 应 的 齐 次 方程 为 
ut AoMu = 0。 
设 前 面 所 取 的 1。 充分 大 ， 可 使 (L* 一 40)"! 也 是 8) 一 > 
L*(8) 的 全 连续 算 子 。 由 Hilbert 空间 共 轿 算 子 的 定义 知 ，AM 的 
共 轿 算 子 M* 应 满足 
: (Mu,s v)=(u, M*v), VvEL’(Q), 
但 由 邓 的 表达 式 ， 有 
(Mu, v)= (CL —h) -iu, CL A) CIN 10) 10) 
=《( 工 一 和) CL—h0) (了 工 一 40) 世 ) 
= (4, (L*— 4) iv)。 (5.5) 
这 里 ， 在 得 烈 (5.5) 的 过 程 中 ， 我 们 进行 了 分 部 积分 。 其 合理 性 
可 以 通过 C%(8) 图 数 交 允 近 来 十 得 。 由 《5.5》 可 知 M*= (L*— 


A0) 一 。 
于 是 ， 我 们 把 一 组 椭圆 型 方程 的 Dirichlet 问题 化 成 了 一 组 
等 价 的 算 子 方程 : 
=， 在 8& 内 ;zxz=0, 在 98 上， (5.6) 
Lu=0， 在 人 内 ; w=0， 在 98 上 ， (5.7) 
-LL DoT 在 2 内 *， v=0,， 在 98 上 ， (5.8) 
“= 0, 在 中 入， v=0, 在 08 上。 .《5,9) 
它们 分 别 等 他 
u+ AMu= MIf, (5.6)7 
ut AoMu= 0, . (5.7) 
vt ioM*y= M*g, (5.8)” 
v+ ioM*y= 0o (5.9)° 
从 而 可 得 以 下 四 个 定理 。 


定理 2.5.1 (5.6) 对 任何 f EH 1(@) 有 解 的 充分 必要 条 
件 是 (5。7) 内 有 等 解 。 
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定理 2.5.2 (5.7) 与 (5.9) 有 相同 有 限 个 数 的 线性 独立 解 。 
定理 2,5,3 (5,6) 对 了 EA "1(8) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 是 
(f, v)=0, VvEV (5.10) 
其 中 六 是 (5.9) 的 解 空间 。 
定理 2.5.4 存在 无 有 限 京 点 的 离散 集 4 忆 Q!， 使 得 对 任 
意 4E4， 问 题 
人 2 内 
. u=0 ，082 上 
只 有 和 零 解 ， 而 当 1E4 时 ，(5.11) 有 非 零 解 。 
上 述 定理 证 明 的 基本 方法 就 是 将 这 些 命题 化 成 (5.6) 一 (5， 
9》 “的 对 应 命题 ， 然 后 表 利 用 全 连续 算 子 的 Fredholm 理论 ( 见 
附录 4 ) 得 到 所 需 的 结果 。 下 面 以 定理 2.5.3 与 定理 2.5.4 的 证 
明 为 例 说 明之 。 
定理 2.5.3 的 证 明 因 (5.6) 有 和 解 与 (5.6) 有 人 解 等 价 ， 因 
而 由 附录 系 4,1 知 (5.6) 有 人 解 的 充分 必要 条 件 为 ， 对 任 一 满足 
vt+ 4oM uvu=0 的 解 v 成 立 
(Mf, v)= 0。 (5.12》 
因 (5.9) /等 价 于 (5,9)， 故 由 定理 2.3.4 知 vEC” (5) 由 H3 (2)， 
又 (LIL* 一 40)v= 一 4ov， 代 入 (5,12) 得 


(5.11) 


(CL -140071f, -L400) =0, 
让 站 
(f, v= (LD-A) LL-4) 1!f, ») 
=((L-A0) 1f, (L*~ 1)v)= 0。 
: 证 毕 
”定理 2.5.4 的 证 明 (5.11) 可 以 写成 
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人 只 内， (5.13) 
= 0, 08 上 ， 
或 . 

ut (Ao— NW Mu= 0。 (5.14) 
由 全 连续 算 子 的 Fredholm 理论 知 ( 见 附录 定理 4.4) ， 存 在 无 
有 限 聚 点 的 离散 集 4CQG!， 使 得 当 le- 4 从 4 时 ，(5。14) 只 有 等 
解 ， 而 当 j-4E4 时 ，(5.14) 有 非 零 解 。 注 意 到 (5.14)， (5. 
13)，(5。11) 的 等 价 性 ， 立 刻 得 到 定理 2.5。4 之 结论 。 

证 毕 


$ 6 特征 值 和 特征 函数 的 展开 定理 


本 节 讨 论 椭圆 型 算 子 的 特征 值 问题 ， 首 先 引 入 以 下 的 概念 。 
定义 2.6,1 人 设 A4 是 Hilbert 空间 万 到 克 的 线性 算 子 ， 若 对 
任 一 xE， 有 (Ax，x) 宇 0， 则 称 算 子 4 为 非 负 的 。 
” 引 理 2.6.1 设 卫 是非 负 自 共 罗 有 界线 性 算 子 ， 则 对 任 一 x 
EH, Txl<lTH (Tx, x)!’?。 
证 明 令 [x, y= (Tx,y)， 则 根据 算 子 工 的 性 质 易 知 


~ [x, yj]=[y, xj, 
[axit bx,, y=a[xi, y+B[Lx:, 2], 
.| [xX， Xj 汪 0。 
尽管 这 里 定义 的 [x，y] 让 x=y 时 不 是 严格 正 的 ， 但 容易 导出 
[|[x, yj*|<<[Lx, x] Ly, yj。 (6。1) 
在 (6,1) 中 ， 取 y=Tx， 则 立即 得 
ITx)< CTx, x) (Tr, Tx) 
<|THiTxP(Tx, x)。 
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稍 加 整理 ， 就 得 引 理 2.6.1。 
z 证 毕 
定义 2.6.2 设 4 是 太一 > 及 的 线性 算 子 。 若 存在 1E C1 和 


xE 昌 ，x 三 0, 使 得 Ax= Ax， 则 称 4 为 4 的 特征 值 ， 称 x 为 对 应 


此 特征 值 的 特征 向 量 或 特征 函数 。 

由 此 定义 立即 可 媳 出 ,车 4 为 自 共 罗 的 ， 则 4 的 特征 信和 是 
实数 。 又 车 4 是 非 负 的 自 共 入 算 子 ， 那么 其 特征 值 必 是非 负 实 
数 。 
引 理 2.6.2 设 4 是 自 共 斩 的 全 连续 算 子 ， 则 存在 vE 互 满 
足 贞 j=1。Av=wv， 其 中 41= 上 上 All。 

证 明 不 妨 设 14i 寺 09， 否则 ， 引 理 是 平凡 的 。 因为 上 = 
sup 全 Avliv€EA，lvl=1}， 故 可 找到 一 序列 {v.}, 其 中 v.€H， 


满足 lv 中 =1，L4v,4 一 站 4j(n 一 2)。 因 A 是 紧 算 子 ， 则 可 取 一 


子 序列 ， 不 切 仍 记 为 {4v,}， 满足 A4v。>w， 改 wl= di 二 0。 
为 一 方面 
(AN, — AZv,, vn) = 4 作 一 | 4u， | 一 0 一 co)。 (6.2) 


令 B= 上 上 4?- 42, 那么 B 是 自 共 轿 的 非 负 有 界线 性 算 子 。 故 由 引 


理 2.6.1 得 
|Bva)= | Alv, ~ Av,) 
< AP- A A ~ Av v) 
结合 (6.2) 式 知 : 
Bu——*0 (〈 天 一 co) 。 (6.3) 
又 因为 4* 是 全 连续 性 算 子 ，Jvsj=1， 玻 {42v,} 中 存在 收敛 子 
序列 。 若 仍 记 这 些 子 序列 为 tt 小， 注意 到 (6.3) 式 和 |4Al 寺 0， 
那么 有 zu, 一 一 voE 瓦 ， 且 joo 由 = 1， 以 及 
(AL — 4)ve= 0。 
此 呈 


(| ANT- A) (IT+ A)v,= 0。 


当 IAINI+ A)vo 志 0， 那 么 ， 令 eo= (AjI+ A)vo/ (HANI+ — 
4)uoll 就 有 
4ej= jdjle (6.4) — 
当 (Al7T+ A)vo=0 时， 取 e,=wvwo/jvoll， 就 有 
: 4eo= -JAleo。 . (6.5) -一 
证 毕 


定理 2.6.1 设 开 是 Hilbert 空间 ，4 是 互 到 五 的 自 共 回 的 “一 
全 连续 算 子 ， 则 其 特征 值 构 成 按 绝对 信 单 调 趋 于 零 的 实数 列 


{lx;1}， 且 对 应 的 特征 函数 系 {2;} (Ae;= Wjey)， 构 成 RR(4) 中 一 
的 完备 正 交 基 。 “ 
证 明 由 引 地 2.6.2 得 知 ， 存 在 各 和 el 使 lx| = 上 41j， erll =- 
=1,，Ae1= hie1。 因为 4 是 自 共 轿 算 子 ， 故 4 为 实数 ， 记 Hl,= 
{ei}+， 异 然 Hl 是 是 的 闭 子 空间 ， 因 而 可 看 成 一 个 Hilbert 空 和 
间 , 久 因为 对 任意 uEH,, (Au, ei)=(u, Ael)= (uu, kei) = 0, 
所 以 H, 是 4 的 不 变 子 空间 ,好 AH,CH,。 于 是 把 4 限制 在 Hi 上， 一 
它 是 瑟 ; 到 HH 的 自 共 罗 全 连续 算 子 。 再 次 使 用 引 理 2.6.2 就 得 ， 
存在 实数 pa 以 及 eCHi, 使 得 和 
Ae,= ses, (ei1s€1)=0, Je,l=1, +6.6) 
gs | 7 sup 种 <|nl。 (6 。7 ) 机 
再 作 {ce!，ez} 的 正 交 补 空间 ， 又 可 用 上 述 方法 得 到 ps，cs， 如 一 
此 等 等 ， 于 是 ， 可 能 有 以 下 两 种 情形 : 
z (1) [kl 宇 [nal 之 0，Ks= prn=…=0。 此 时 从 -一 
构造 过 程 知 ， 对 任意 的 xE1{el!，…，6a}+=Hsan， 有 Ax=0， : 
从 而 有 一 


K(A)= {e's cn 1} 中 4 万 = {ely…ycn-。 (6.8) 
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因此 ， 特征 函数 系 {ej,…seni} 构成 了 RCA) 中 的 一 组 基 ， 而 
Ai~>0( 一 co) 是 明显 的 。 
《2) 所 有 4 都 不 为 零 。 加 {1p | 单调 下 降 , 故 必 有 极限 , 若 
limlk;|=e>0， 则 
JAe;— Aes): 
= |We;— Kes)’ 
= |4l?+ lkl?>2e’>0, (6.9) 
这 样 ，{A4ej} 就 不 可 能 含 收 敛 的 子 序列 ， 这 和 A 是 全 连续 算 子 相 
矛盾 。 从 而 证 得 jimlp1=0。 
现 证 特征 通 数 系 {ej;} 在 RCA) 中 构成 完备 正 交 基 ， 设 zz ER 
(4)， 即 存在 uwEH， 使 w= Au， 那么 、 有 . 
(ww, ei)= (Au; ei)=Hi(u, es), (6.10) 
和 
uu, e) es EH,={e, “0 Cn}o 
根据 妇 ，ej 的 构造 方法 ， 我 们 有 Linn =sup {Axj/lxlxEH,}, 
所 以 : z 
[A(x — lus en) er) [hr] w — 2 us, ei)e:ll, 
其 
lw 一 号 we en) eil 
inllull —y0, (n>0o), 
结合 (6.10) 式 即 得 
w= Dw, Cj) elo 《6.11) 
z 证 毕 
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注 2.6.1 在 定理 2.6。1 的 条 件 下 ， 夭 4s0， 那么 对 应 于 
的 特征 函数 全 体 ， 只 能 是 有 限 维 的 。 

事实 上 ， 设 4ei = tes, (ce = (7 .)。 那么 ， 类 
似 可 计算 得 

Ae - Acs =2141>0,。 

这 和 4 是 全 连续 算 子 相 矛 盾 。 故 对 应 于 4 的 特征 函数 全 体 不 可 能 
是 无 限 维 的 。 : 

现 考 虑 椭圆 算 子 的 Dirichlet 问题 

| Lu= 到 Qi Wrisy + bruss+ eu= Mi, xEN, 

- (6.12) 
1a =0. 

我 们 称 (6.12) 的 非 平 凡 解 为 算 子 工 的 Dirichlet 问题 之 特征 函 
数 ， 并 称 4 为 特征 值 。 在 以 下 的 讨 洽 中 ， 我们 只 考虑 工 为 目 共 轿 
算 子 的 情形 。 易 知 ， 此 时 间 题 (6.12) 也 是 自 共 纯 的 。 

定理 2.6.2 设 8CR" 是 有 界 的 光滑 区 域 ， 工 是 9 上 的 炳 
四 算 子 ， 工 = Z*， 则 (6.12) 存在 可 列 个 特征 值 

术 宇和 宇和 汪 …， lmi,= 一 ce . . (6.13) 

和 对 应 的 特征 函数 cl， Cpceo 满足 
(cei，cej) =5f，7er= 2ieci， 《614) 
目 
ef 了? 和 在 上 2(8) 中 完备 。 . (6.15) 

证 明 首先 把 (6.12) 化 为 全 连续 算 子 方程 。 事实 上 ， 由 定 
理 2,2.3 知 ， 存 在 146， 使 (一 +40) 二 是 2(8)-> 有 Hi(8) 的 线 
性 连续 算 子 。 又 因 办 区 入 殉 《(- 工 +40) 1 是 二 09)= 


Z (28) 的 全 连续 算 子 。 记 /= 二 。， 那 么 (6.12) 等 价 于 
Mu= hu， 其 中 MM= (L -可 )-!。 (6.16) 
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另 一 方面 ， 朴 #=〈 瑟 *# 一 410) := ( 左 -- 和 0 = 内 ， 因 此， 好 为 自 共 
力 的 全 连续 算 子 。 由 定理 2.2.3 知 , 当 4 如 时 ，( 一 +) :是 
IL*(8) 一 H3(8) 的 线性 连续 算 子 。 故 4 不 可 能 为 (6.12) 的 特征 
值 。 这 就 说 明 (6.12) 的 所 有 特征 均 小 于 和。 由 定理 2.6.1 得 ， 
存在 (6.16) 的 特征 值 1&;} 及 相应 的 特征 向 量 {ey}， 满足 
js 入/ 入 入 0Tim Hj 一 0， (6。13)7 
《er ej)=61, Me;= We, (1, ;= 1, “on, 7) 9 (6。14) 
{esi}? 是 尺 (M) 中 的 正 交 完备 基 。 (6.15) 7/ 
注意 到 (6.16) 和 (6.12) 的 等 价 关系 ， 我 们 有 1 = 加 + 二 ， 结 合 
(6.13)"、(6.14)7， 就 得 (6.13) 、(6.14)。 
现在 刹 下 的 就 是 需 证 明 尺 (M) = L:(9)。 事实 上 , 对 任 一 pE 
C7(8), 9 必 是 Dirichlet 问题 (上 +AO)u= (一 上 了 +40)9, ul|on 
=0 之 解 ， 即 9=(-L+ho) (~-L+h)PER(M)。 因 此 ， 
C>(Q99)CRCM)。 因 C*(8) 在 L*(Q) 中 向 密 , 故 RCM) = 工 (8)， 
从 (6.15)” 立即 可 得 (6.15)。 . 
证 毕 
这 一 定理 是 用 分 离 变量 法 求解 边 值 问 题 的 理论 基础 。 
例 1 ”考虑 常 微分 方程 的 边 值 问题 


_d yo) EL 1), (6.17) 
| dx 9 9 . 
2 :=2|: := 06 | (6.18) 


在 目前 的 情况 下 工 = -和 ， 它 自然 是 二 阶 椭 欧 算 子 ,并 且 是 自 共 


统 的 。 根据 定理 2.6.2， 有 可 列 个 特征 值 及 对 应 的 特征 函数 系 。 
这 些 特 征 值 和 特征 函数 可 用 如 下 方法 确定 ， 将 Lu= hw 的 通 解 表 
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示 为 加 加 
2 = Cisinpwv 112 + Ceosw Axs 
从 4(0) = 2(1) =0 可 得 
加 = (n=1, 0 ), en= v2 sinnrxe 
定理 2.6.2 指出 ，{w sinnzx}7 是 在 ZX(0， 1)} 中 的 


标准 正 交 完备 系 。 因此 ， 我 们 可 将 f(x) 关于 此 函数 系 展 开 成 
Fourier 级 数 : 


f(x) = v2 Cn Sin nAx, 


、 其 中 m= EB| sinnre fx)dx, 且 可 设 问 题 (6.17)、(6.18) 的 


解 为 下 
&U=w 2 > C, sin nax, 
代入 (6.17) 后 得 C= oi,/n2:z?， 即 (6.17)、(6。18) 的 解 为 
: U= 2 > 2 sin nxxo (6.19) 


例 2 设 如 为 R" 中 具 光 滑 边 界 的 区 域 , 考虑 Laplace 算 子 的 
特征 值 问 是 | 
— Au= iu, u| so=0, (6.20) 
则 有 结论 
(1) 41>0, 


(2) 对 应 于 {4j} 的 特征 函数 系 {ej} 构成 HH3(8) 中 的 完备 
正 交 系 。 
证 明 (1) 若 zx 为 对 应 于 4 的 单位 特征 函数 , 则 wjE C=(5) 
BC2)， 满 足 
(~ Au 4)= hll: = 4, 
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分 部 积分 后 得 
bE 
但 若 14,= 0， 则 立即 可 得 刀 寺 const， 从 而 如 = 0。 这 和 lw 
= 工 相 了 矛盾 。 改 人 4 之 0。 
(2) 设 - 人 ej=hiej， 则 {ey}? 在 L*(8) 中 形成 完备 的 标准 ” 
正 交 系 。 由 于 


Ce ea 中 


dxX0。 * 


.二 [te 人 Aer)esdx = (1+ 1.) | earaz 


= (1+Ai6ke (6.21) 


故 {ej} 又 构成 五; (8) 中 的 正 交 系 。 下 面 证 明 其 完备 性 。 对 于 任 
意 的 2 EC2(8)， 有 人 zx ER8)， 刚 ] 


z = Av, 61) = -Pu ei) hies, (6.22) 
故 
lAu+ (ue bel—>0, (m0). 
于 是 
lw — Dl, er) eslli 
= | 一 Du, cD ei + lau— puede 


<<2||u -Pu ej;) esll: + lAx 十 pu, ej;) hsesll* 


一 一 0，( 和 ->co) (6.23) 
这 说 明 {ejy} 的 线性 组 合 按 瑟 ! 范 数 的 闭 包 包含 C2(@) ,而 C7?(8) 
在 五 ;i (8) 中 称 密 ， 故 {es} 是 五 ;i(8) 中 的 完备 正 交 系 。 
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到 现在 为 止 ， 我 们 把 微分 方程 的 特征 值 问题 化 为 全 连续 算 子 
方程 的 相应 问题 进行 讨论 ， 得 到 椭 贺 算 子 Dirichlet 问题 的 特征 
函数 展开 定理 。 但 实际 上 ， 在 具体 计算 某 一 算 子 的 特征 值 时 ， 不 
必 遵 循 这 一 过 程 。 下 述 定 理 提供 了 一 个 特征 值 的 直接 表达 式 。 


定理 2.6.8 设 员 是 尽 ， 中 有 界 的 光滑 区 域 , 志 是 定理 2。 6.2 


中 所 还 算 子 ， 则 第 一 特征 值 


hi= sup ee, (6.24) 
neC (nD) 


且 对 应 于 和 的 特征 向 量 e 取 到 极 大 值 。 
证 明 由 定理 2.6.2 知 (,6.12) 有 特征 值 和 宇和 宇 …… 汪 4, 这 *… 
及 对 应 的 特征 了 向 量 Crs CgCo 5 且 {e,}*-, 是 工 *(82) 中 的 
标准 正 交 完备 基 。 对 任 一 x€ C3(8)， LuE Ce(Q)CLN(Q)， 从 
而 有 展开 式 
Lu= PLu, cD) es = PNilu, el) C1e 
同样 ，zw 也 有 展开 式 
w= es1)ese 
注意 到 lal?= 导 1(w，es) 上， 那么 
CLu, 1u) — lull 
-AD 1 ej) | <0, 
因此 


sup sh 9 (6.25) 
男 一 方面 ， 当 多 = C1 时 ， 
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人 ho (6.26) 
因 cy EH5(8)， 疏 存在 C2(8) 画 数列 {z， 它 在 互 5(C2) 中 收 和 敛 ” 


于 ewm 从 而 
(Lun, Un) 3 (Le ci) 


多 《7 一 co)。 


[ll je 
这 就 证 得 (6.24)。 : 
证 毕 
注 2.6.2 ”类似 地 ， 对 于 第 7 个 特征 值 4 ， 有 

_ CLu, 1) 

py ,eso Mulf 1 0 (6.27) 
{Weeky= 0 
1 < 二 


其 证 明 留 给 读者 。 

注 2.6.3 因为 (Lu w) 是 日 ;i(8) XxHi(8) 一 CD! 的 连续 映 
照 , 故 (6.24) (6.27) 中 C3(8) 也 可 改 成 Hi(92)。 和 且 由 此 可 以 
导出 计算 特征 值 的 近似 值 的 各 种 方法 。 

下 面 ， 我 们 讨论 算 子 工 的 Dirichlet 站 是 特征 值 的 另 一 种 计 

算 方法 。 

| 定理 2.6.4  〈 最 大 -最 小 原理 ? 设 工 如 定理 2.6。2 所 
述 ，2oa 是 Z2(2) 中 任 一 组 (2-1) 个 线性 无 关 的 元 束 ， 


Zi= {owww，2n3a}+。 记 


d (vis Vn1) = sup CLu, 1) 多 (6.28) 
sEHI(O) lall 
{uvey=0 
1 11l 
那么 
jie (ul 0 (6.29) 


证 明 由 定理 2,6,2 知 , 工 存 在 特征 值 > 和 >… 坊 一 
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Hn rinhet ph hs i ee 


ootkf 一 co) 。 记 其 对 应 的 特征 国 数 为 cl， ez，…， 且 由 注 2.6。2 
I， 尖 vi=ej(t=1,°" ,11) 时 ， 
An=d(e1s "Cn-1)o 


现在 仅 需 证 明 ， 对 任 一 组 线性 无 关 的 元 素 2.-， = {v4 0.-:} 


存在 PEH5(8) 满足 l 
1 oll=1, (P00) =0 (=1,°,7— 1), (6.30) 
而 使 得 | 
(L9,9)>1no (6.31) 
事实 上 ， 取 9= 守 cses 使 cj; 满足 


lcd:=1, Ples ode=0 (k=1e,n-1)。 (6.32) 


pe 
因为 {ey}i-i 和 {vs} %-t 均 是 线性 无 关 组 ， 所 以 


rank 〈《(ejiyuk) ) =n—1, 
从 而 (6.32) 可 解 。 用 由 此 求 得 的 cj 构造 9=P cies, 必 满 足 
(6.30) 和 
(ZL2D，9) = > 41; | Ci ?>min(Chis "A,) 一 Mro 
故 得 (6.31) 式 ， 这 就 证 明了 (6.29) 成 立 。 
z z 证 毕 

| 关于 椭圆 型 方程 Dirichlet 语 题 的 特征 疗 数 也 还 有 许多 重要 
性 质 ， 例 如 对 应 于 第 一 特征 值 的 第 一 特征 函数 在 区 域 吕 内 是 恒 正 
的 (或 恒 负 的 ) ， 其 全 体 构成 一 维 子 空间 等 ， 有 兴趣 的 读者 ， 可 
参考 [13]。 


84 


第 三 章 ”抛物 型 方程 与 算 子 半 群 方法 


S$S1 引 言 


本 章 用 算 子 半 群 方法 讨论 抛物 狸 方程 ， 所 介绍 的 方法 亦 适 用 
于 其 他 的 发 展 型 方程 ， 例 如 双 曲 型 方程 、Schr5dinger 方程 等 。 
首先 我 们 以 热传导 方程 的 初 边 信 问题 为 例 介绍 半 群 方法 的 基 


”本 想法 ， 在 [9，7z] x [0，co) 中 考察 问题 


Wt = ss 0<x<r, 1>0, 《LT 
| u(0, 1) =0, u(r, 1) =0, 1>0 《1.2) 
u(xX, 0) = w(xX), 0<X<ZA, (1.3) 


这 个 问题 可 以 用 分 离 变 量 法 求解 ， 它 的 解 可 以 用 级 数 形式 表示 
为 ， 


UlX, ) = Ee”"’! ginnx ， (1.4) 
其 中 z 
， 
xi = 三 | ve sinmxax。 1.5) 


着 w(x) EL* [0，#]， 则 (1,5) 有 意义 ， 且 实 (u)*<oo。 于 是 弘 
数 (1.4) 在 t2>0 时 是 绝对 收 钱 的 。 文 对 任 一 5 二 0， 在 1 之 6. 时 
级 数 2， use-*! sinnx 及 其 关于 xx 或 上 逐 项 求 导 所 得 的 级 数 都 是 
一 致 收敛 的 ， 帮 u(x,t) 满 足 (1,.1) 一 (1.2), 而 且 由 

| 屋 uie™” sinnx— ox) Jdx 
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a Eh i 本 0 


pi 


= Tu) (ce —1): 


知 ， 当 i>0 时 ,w(x, 在 I2[0，z] 中 收 合 于 w(x)， 这 就 表 
示 w(x， 引 满足 (1.3) 式 。 从 而 按 .上述 意 义 ，u(x，t) 是 问题 (1.1) 
一 (1.3) 的 解 。 注 意 到 由 于 wo(x) 仅 为 L? 函数 ， 因 此 这 里 用 到 的 
4“ 解 ” 这 个 概念 比 古 典 解 要 广泛 些 

如 果 在 (1 ,4) 式 中 将 ! 问 定 ， 并 将 该 式 视 为 从 wo(x) 到 
u(x%，t) 的 一 个 映照 ， 并 以 3 所 记 之 ， 则 有 

U(X, 1) = S(t)u (x) | (1.6) 

记 [0，coo) 为 RI,， 对 1ER。，S(t) 是 L:[0，Xx] 到 上 2[0，x] 的 一 
个 线性 映照 ， 又 若 1，t ER;， 对 于 任 一 wo(x) € L*[0, x]， 


St)uolx) = (use sinnx， 


S(1,) S(t) uo (x) = > (une™" 1) es" tginnx 


pe 7 。 
= 》 ,Ue (titt2) ginnx 
n=l 


=S(ti+t,)uo (x), 

故 由 Uo (Xx) 的 任意 性 知 

SGa) SG)=SG+i)。 hop>0 (1.7) 
且 又 成 立 显然 的 事实 四 

S(0) = 了 (1.8) 

所 以 算 子 族 S(1#) 构 成 单 参数 半 群 。 此 外 ， 对 任 一 welx) EC0， 
Xj， 由 于 t+0 时 S(t)w->wo， 所 以 S(t)uo 当 tE[0，coo) 时 关 
于 + 为 强 束 编 的 。 又 由 于 在 I2[0，z] 中 


jax, #)1 = Ice sin nx 
= (只 (us) et )us 


和 站 人 


= exeo(xz)||， 

从 而 有 JIS)]<e:< 1。 这 表明 S(t1) 是 压缩 映照 。 因 此 ， 我 们 称 
S(t) 是 一 个 单 参数 线性 连续 压缩 算 子 半 群 。 由 前 面 的 讨论 知 , 初 边 
值 问题 (1.1) 一 (1.3) 的 解 可 以 通过 这 个 半 群 表 为 SG)zo(x) 的 形 
式 ， 一 旦 算 子 半 群 5S(1) 被 找到 ，(1,1) 一 (1.3) 的 解 w(x，t) 也 就 
得 到 了 ， 因 而 初 边 值 问题 (1。 D—d. 3) 的 求解 就 化 成 了 寻求 算 子 
半 群 的 问题 。 

我 们 可 以 反问 题 (1.1) 一 (1 ) 视 为 更 一 般 形式 的 问题 


人 全 4xz=0 多 


| ul|to 一 to (1.9) 
的 特例 。 这 里 u(t) 是 取 值 在 Hilbert 空间 中 的 函数 《参见 附录 
二 )。 这 时 我 们 所 要 研究 的 就 是 怎样 的 算 子 4 可 以 诱导 出 一 个 单 参 
数 算 子 族 S(t)， 它 构成 单 参数 线性 连续 压缩 算 子 半 群 ， 并 由 它 可 
以 决定 问题 (1.9) 的 解 w(t) = S(t)woo 


§ 2 算 子 半 群 及 无 穷 小 生成 元 


定义 3.2.1 设 五 为 给 定 的 Hilbert 空间 ，{S(t)，?2>0} 是 
及 上 的 一 族 线性 算 子 ， 满 足以 下 条 件 ， 


1) S(0)=1, 
2) S(t 十 加) 一 S(t,)S(t) 9 ti tf22>0, 
3) S(t)xEC(L0, 5o), H), VxE€EH, 


4) [Ss¢t) ll 
财 称 S(t) 是 单 参数 线性 连续 压缩 算 子 半 群 ， 简 称 压缩 算 于 
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半 群 、 
定 又 3.2.2 设 {SC(4)， t2>0} 是 Hilbert 空间 右上 的 压 纺 上 
子 半 群 ， 记 集合 


D= {xEH, Jim sm_ SCDx- 存在 )， (2.1) 
则 可 以 定义 D->H 的 算 子 了 为 
it | | 


称 为 算 于 半 群 S(t) 的 无 穷 小 生成 元 。 
由 定义 3.2.2 可 知 ， DD 是 算 子 B 的 定义 域 ,. 它 是 卫 中 使 
S(t)x 在 t=0 处 可 微分 的 元 素 x 的 全 体 ， 而 了 就 表示 SG) 在 0 点 
关于 上 的 导 算 子 。 下 面 讨论 一 个 算 子 B 能 作为 某 个 压缩 鼻子 半 群 
的 无 穷 小 生成 元 的 条 件 。- 
定理 3.2.1 对 每 个 xED，35CGDXECIL0，co), 互 )， 且 有 - 
SCDx- z=|。 BS(Dxdz= | syBxzat， i>0 (2.3) 


这 


证 明 者 xED， 生 f>0; 则 有 


元 (SGt+ Wx— S(t)x) = (SCh) — DSC)x 


= 地 S(t) (Sh) - x),h>0 


令 hr>+0， 由 于 等 式 最 右边 一 项 极限 存在 ， 故 每 一 项 极限 存 


在 ， 从 而 得 
D+S(1)x = BS(D) X= S(t1) Bx, x ED, 1>0 (2.4) 


其 中 D+ 表示 右 导数 ， 同 理 ， 当 0 之 h<t 时 ， 有 等 式 
SCDx— St h)x) = St—h)T (Sh)x x)e 

令 h>+0 可 得 
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D~S()x= S(t) Br, xED, 1>0 (2.5) 
其 中 万” 表示 左 导数 。(2。4) 与 (2.5) 表 上 明 S(t)xE€C*([0,°o),H)， 
且 将 (2.4) 从 0 到 + 积分 ， 并 注意 到 5(0)= 了 ， 即 得 (2.3) 式 
- 证 毕 
系 B 是 闲 算 子 
事实 上 ， 若 x ED， 且 xn Bx,->g 在 及 中 成 立 ， 则 对 每 
个 有 >0， 由 (2,3) 知 


地 (SCH)x 一 xn) = i|. S(T) Bxadt, 


令 n>c%， 即 得 

1 (gC)x— 已 -人 fs Sr)gdr。 
- 再 令 1 e+ 0 可 得 
lim 天 (SCDx 一 x) = SC0)2= 幼 
所 以 xED， 且 Bx=y， 这 就 证 明了 B 是 闭 算 子 。 
证 毕 

定理 3.2.2 由 (2.1) 式 所 定义 的 马 是 互 中 的 狂 密 集 ， 且 对 

任 一 t 尝 0， xEH, 有 | S(T)xdrED(B)， 以 及 


S(1)x x= B| SCr)xdr。 《2,6) 
ir 


证 明 记 xtc= | sexar， 则 对 有 二 0， 


ff 
1 (Shrxs 和) = i(| S(T+ hxdr 一 | S(T)xdr) 
h 天 0 0 


= 1(| “S(t rdtr -| Sxar ) 


h 
令 h->+0， 右 端 以 S(1)x 一 x 为 极限 。 由 此 得 到 x, ED， 上 且 
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为 
-+ | (Cr)xdr 一 | SCr)xdr ). 


”Bxt=S()x 一 x 。 又 由 于 +t 一 >0 时 ， 闻 Xt， 所 以 马 在 十 中秋 密 . 


. 证 毕 

下 面 的 定理 完整 地 回答 了 怎样 的 算 子 可 以 作为 一 个 压缩 算 子 
六 群 的 无 穷 小 生成 元 的 问题 。 

定理 3.2,3 设 B DD 一 有 是 Hilbert 空间 中 给 定 的 线性 算 
子 , 则 如 是 某 个 压缩 算 子 半 群 的 无 穷 小 生成 元 的 充 要 条 件 是 :〈1) 
?3 是 互 中 的 釉 定 闭 算 子 。 (2) 对 一 切 4>0, 1 B 是 D 一 玉 的 单 映 
照 与 满 映照 ， 且 1404- 了 和 1。 

证 明 ” 先 证 必要 性 , 若 卫 是 压缩 算 子 半 群 {S( 人 0)， 过 0 的 无 
穷 小 生成 元 ， 则 由 定理 3.2.1 的 推论 与 定理 3.2.2 知 卫 是 笛 定 闭 
算 子 。 又 对 于 1>0， 容易 验证 te uts(t)5 1z20) 也 是 一 个 压缩 
算 子 半 群 ， 它 的 无 穷 小 生成 元 是 B~4 ， 以 吃 为 其 定义 城 ， 故 由 
(2.3) 与 (2.6) 得 : . 


etS(H)X— X= | cscr?CB- 2Dxdr， xED,t>0,(2.7) 


etS(y -y= (B- ND) e'sSCr) ydr, yEH,t>0。 (2.8) 


因为 he**'S(Dyl<e***jyj， 所 以 当 i->oo 时 上 面 两 项 积分 收 
敛 ， 男 一 方面 由 S(t) 的 有 界 性 知 ，、 当 t->co 时 ，e™2'S(1)x-*0， 
< “3S(D)8 一 0。 这 样 ， 在 (2.7)，(2.8) 中 令 1 一 co 即 可 得 


= ee (41- Bxdr, xED, (2.9) 


= (4- B)| cirS(z)adr， vEH. (2.10) 


由 (2.9) 知 4 一 B 为 单 映 照 ， 因 为 人 (4 一 B)x=0 即 可 得 x=0, 而 
由 (2.10) 可 知 4 一 B 为 满 映 照 ， 因为 瑟 中 任 一 元 崇 均 在 414-8 的 
值 域 中 。 又 由 (2。.10) 式 ， 
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一 . 


二 | mm 和 


14- Byl< | earlyl=4 lyl, yEH (2.11) 


故 有 
[44— B) 天 1。 z 
再 证 充分 性 。 我 们 分 三 步 证 明 : (1) 用 有 界 算 子 B; 米 各 近 
B,C(2) 利 用 B; 作 算 子 半 群 {51(t)=e:31,t 之 0},( 3) 说明 
limS,(t) = S(t) 存在 ， 且 是 所 要 求 的 半 群 。 


(1) 据 定理 的 条 件 ， 对 一 切 4 和 0，4 一 B 是 D 瑟 的 单 映 照 
与 满 映照 ， 且 员 (4- 3B)- 咱 委 1， 故 若 作 B=4B8(4 一 B) "1, 即 有 
(Biti(h—B)= B(4— B+A(4— B) 

=iB+t+i:—AB= +, 
因此 
B= 一 4+42(14- 了 B)-:。 (2.12) 
由 此 又 有 Bi 委 21， 故 Bi 是 定义 在 互 上 的 线性 连续 算 于 。 
由 (2.12) 可 知 ， 当 xED，4>0 时 ， 
AC4— Bix—x|= 1 1B, x|1 Bri Bxll, 
从 而 对 一 切 xED， 当 4 一 co 时 ，4(4 一 B) rx， 但 由 于 DD 是 五 
中 稠密 集 ， 且 由 用 04- 3) 和 1 知 ，{4(14 一 了 3) 二 关 于 4 是 一 致 
有 界 的 ， 庆 此 对 一 切 xE 瑟 ， 也 有 14(4 一 B) xx 一 xx。 于 是 ， 当 x 
ED 时 成 立 | : 
z Bix=1(1— B) iBrx-—>BX。 
(2》 对 于 互 中 的 线性 有 界 算 子 B， 定 义 其 指数 函数 为 
co (2.13) 
日 见 ，e8i 仍 是 一 个 线性 有 界 算 子 。 类 似 地 ， 对 1 之 0 可 以 定义 
Si(t)= eB, 1>>0，; 之 0。 (2.14) 
容易 证 明 {S,(t)，t>0} 构成 一 个 压缩 算 子 半 群 。 事实 上 ， 定义 
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3.2.1 中 的 条 件 1)、2) 显然 是 满足 的 ， 又 以 
| SG = llexp(t(— 4+%(4— BD 
= eilexpCA (4— B)- 12))| 
<e 4!e4t = -一 1 
可 知 ， Sb) 是 压缩 的 。 而 当 巡 ts 时 
SiC#1) — S(t2)) x < (St ~ 12) 一 六 对 
= (ti A x 


和 (t1— t,) | > 人 i 和 | 


从 而 8 (px 关于 t 连续 。 
显然 ，{Si(b ,t 之 0} 的 无 穷 小 生成 元 就 是 B,， 即 有 
DiSi(t)}x= BSi(t)x, VxEH,。 
(3) 对 任意 xED， 有 
~ SiC)x— S(t)x 


= | A 一 T(r)dr 


= | SG- 7) 87) (Bx — Bx)dr, 
于 是 . / 
|Si(Dx— S(t x Br — Buxl。 
由 此 可 知 ; 当 xED 时 , {S$;(t1)x} 构成 一 关于 个 有 限 区 间 中 的 # 是 
一 致 的 Cauchy 序列 ,于 是 , Si(t)x 在 刀 中 关于 上 一 致 收敛 。 再 利 
用 si 和 1 可 得 ， 对 任 一 xE 吾 ,SGD0x 在 万 中 收 伍 , 且 当 + 属 
于 有 限 区 闻 时 ， 这 种 收敛 是 一 致 的 。 从 而 可 定义 5(4) 为 
SCGDxz= lmSi(t)x, VxEH, (2.15) 


易 见 S(t) 是 吉 中 的 线性 算 子 ,5S(0)=J， S(t1+t2) =S(t2)S(t1)。 
由 于 (2。.15) 式 中 的 收敛 在 有 限 区 闻 上 是 一 致 的 ， 且 S(t)xE 
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有 


C([0，co) ， 互 ) ， 我 们 即 知 S(t)xECC0、co)， 旦 )。 最 后 , S(t) 
的 压缩 性 可 以 由 S14(t) 的 压缩 性 导出 。 从 而 SG 满足 定义 3.2。1 
中 的 全 部 条 件 ， 故 {5(1)，t2>0} 构成 压缩 算 子 半 群 。 

最 后 需 说 明 的 是 算 子 半 群 S(t) 以 B 为 无 穷 小 生成 元 。 事实 
上 , 若 xED,， 有 >0， 则 54(1) Bx 了 S(t) Bx 在 0<t&h 上 一 致 成 
立 。 而 由 于 B, 是 算 子 半 群 S,(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 利 用 (2.3) 式 


S (PxX—x= 人 spBizar。 (2.16) 
.SC1D)Y 一 x= | sc)Bxar。 


所 以 当 xEDD 时 ，D+*(S(0)x) = Bx。 今 若 记 C 为 算 子 半 群 {5S(2)， 
t+ 之 0} 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 前 面 已 指出 D(B)= DCD(C)， 且 当 
xED 时 Bx= Cx。 于 是 C 是 B 的 扩张 ， 从 而 T-C 是 工 一 卫 的 扩 
张 。 但 由 假设 知 ;, 1- B 为 满 映照 , 同时 由 前 面 必要 性 证 明 部 分 的 
推理 知 T- C 为 单 映照 。 故 T- C 不 能 再 在 D(B) 以 外 定义 ， 这 
就 得 到 D(B) = D(C)， 从 而 B= C, 即 B 为 算 子 半 群 {S(1) ;t 之 0} 
的 无 穷 小 生成 元 。 

注 3.2.1 定理 3.2.3 中 的 条 件 (2) 还 可 加 强 为 ， 对 一 切 复 
数 1， 若 Rei>0， 则 14- 里 是 万 ~> 刀 的 单 映 照 与 满 映 照 ， 且 
1 - B) -1 吕 委 (Re2)-:。 为 此 ， 我 们 只 需 验证 该 条 件 的 必要 性 。 
而 事实 上 我 们 只 需 将 (2。11) 式 改 为 | _ 


I- Bye Dr dr lgl= CReD yl 《2.11)/ 


就 可 将 条 件 (2) 推 广 到 1 取 复 值 的 情形 。 
在 此 ，(1- 了 B) :! 也 称 为 算 子 器 的 耶 解 式 。 
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趋 于 + oo 的 正 数列 {可 }， 使 -8B 为 D> 的 单 映照 本 游 喘 
照 ， 且 4， (4 — BY <1, 读者 试 自行 验证 之 。 

定理 3.2.3 也 可 视 为 压缩 算 子 半 群 的 存在 性 定理 。 相应 地 ， 
我 们 有 如 下 唯一 性 定理 : 

定理 3.2.4 设 T(1)，S(#X 为 了 上 给 定 的 两 个 压缩 算 子 半 
群 ， 记 们 在 相同 的 无 穷 小 生成 元 8， 即 


im Thx x _ DB 


lim he+o0 


则 对 t 汪 0 有 7 ro sc 

证 明 由 (2。10) 式 知 ， 对 任意 的 yE 有 成立 
[er SC yar= (4hw B)-'y= 上 e-irT (rydrs VA>0. (2.18) 
今 取 任意 的 z6E 互 与 等 式 两 边 作 内 积 ， 可 得 

| .seozpaz= eT)y, 2dr, vy1>0, 

所 以 对 一 切 y,z EH， 有 | : 
: S(t)ys2)= (T(t)y,2)s 
夏 S(t) = 了 (1)。 证 毕 

为 便于 今后 的 应 用 ， 我 们 将 给 出 定理 3.2.3 的 另 一 形式 ， 为 
此 先 引 入 下 面 的 定义 。 

定义 3.2.3 设 4 为 Hilbert 空间 HH -的 线性 算 子 ， 若 它 满 
足 
Re( Ax, *)>0, - (2.19) 
则 称 算 子 4 为 增生 的 (accretive) 。 

定理 3.2.5 线性 算 子 -4 可 以 作为 了 上 某 个 压缩 算 子 半 群 
的 无 穷 小 生成 元 的 充分 必要 条 件 是 : (1) 上 4 是 是 中 的 稳定 闭 算 
子 ，(2) 4 是 增生 算 子 ，(3) 对 某 个 4 法 0，4+ 4 是 满 映 照 。 

证 明 我 们 利用 定理 3.2.3 来 证 明 本 定理 。 先 证 必要 性 ， 条 
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作 人 1》、(《3) 证 则 定理 3,2.3 的 必要 和 亚 吾 分 羡 下 之 理 3.2.3 
~ 沿 出 ， 对 4 之 0，xED(CA4) 有 
z Gr A)xl>1lx}. (2.20) 


jx 所 + 24ReC Ax,x) + Ar)>2lxl’, 

:从 桓 
一 Rel Ax,x) > — Ax (2.21) 
~ 由 于 4 可 取 任 意 值 ， 故 得 (2， 0) 式 。 
/ 再 证 充分 性 。 着 定理 3,2,5 的 条 件 成 立 ， 由 于 4 为 增生 和 
子 ， 所 以 (2.21) 成 立 。 道 转 刚才 的 运算 过 程 ， 即 知 (2.20) 也 成 
立 ， 所 以 14+ 4 是 单 映照 ， 且 (4+ 4) ~! 是 定义 在 玉 上 的 线性 有 
分 鼻子 ， 扫 (+ 4) 1。 今 对 任意 的 14EC， 有 由 (~ (4+ 
4 人 -44， 故 当 2- 让 < 时 ， 算 子 I+ (和 一 1 人 (+ A) 7! 
是 可 逆 的 。 

现 指 出 当 14 一 各 1<1 时 ， 4+ 4 也 是 可 道 的 。 事实 上 ; ita 
=A+ 有 + 《A 一 和)= (C++ 一 NO+ 40D， 故 由 4 4 以 
及 I+ (4 一 和 )(4+ 4)…! 的 可 遂 性 知人 X+ A 也 可 逆 ， 这样， 我 们 就 
得 知 ， 当 和 满足 0< <24 时 ，%+ 4 都 是 可 逆 的 〈 当然 此 时 了 + 
4 为 满 喘 照 )。 逐 次 递 推 可 知 ， 对 一 切 14>0，f+ .4 都 是 游 暴 最 。 

再 利用 4 为 增生 算 子 的 性 质 可 知 ， 对 任意 3， 以 和 代替 4 后 
(2.21) 式 成 立 ， 从 而 有 z 

A+ 4x >ila), 
这 就 容易 推 知 + 4 是 单 映照 ， 且 肪 (1+ 4) -<<1。 于 是 ， 由 定 
理 3.2.3 司 知 ， 生菜 个 压缩 蔓 子 尝 训 的 天 穷 小 生成 元 。 


证 只 
- 我 们 还 可 以 将 前 面 所 得 结果 推广 治世 - - 艇 的 竹子 半 群 二 去 。 
如 果 {S(1) ，t>0} 是 了 上 的 线性 算 子 谈 ， 满 足 定义 3.2.1 中 的 
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pre ee Ih + rp Pt rE et PRE tt p= se ee eee 


条 件 1)，2),3)， 则 称 Sb 为 单 参数 线性 连续 算 子 半 群 ， 或 简称 
为 Co 算 子 举 群 。 又 阁 5S(2) 对 任意 实数 上 有 定义 ， 且 定 义 3。2。.1 
中 条 件 2) 也 对 仔 辣 实数 二 ,成 立 ， 则 称 S(t) 为 Ce 算 子 群 。 
定理 3.2.6 若 {S(t1)，t 之 0} 是 Hilbert 空间 玉 上 的 C, 算 
子 半 群 ， 则 必 有 与 上 无 关 的 常数 到 和 和 6， 使 得 
IS(CD EMes :, (2 .22) 
证 明 先 证 必 有 常数 <c0， 使 得 sup |S(W1<+ 0. 若 不 
然 ， 则 存在 一 列 数 t 一 0 使 S(t)l->+co。 由 S(t) 所 满足 的 条 
件 知 ， 对 一 切 xEH， 有 lim Tux=x。 所 以 由 共鸣 定理 知 


sup|1S(6) < + ce。 这 就 导致 耶 盾 。 于 是 ， 可 找到 ae>0， 使 
Sup jis(G)= bs 是 一 个 有 界 量 。 


由 于 S(0) = 了 ， 所 以 1M。1。 将 M。 写 成 eg， 则 有 8 关 0。 
今 对 一 切 tE€[0，co)。 必 有 非 负 整数 nn 。， 使 得 zc<ft<(2+ 1)a。 
记 t= 二 ng+s，0 守 ;之 a， 从 而 

ls Ns) "hi-fsc) ellsca) 人 TSCs) 
<e" Ba MMe! 8 
此 即 (2.22) 式 。 

对 于 一 般 的 Co 算 子 半 群 ， 也 可 定义 其 无 穷 小 生成 元 ， 这 
时 ， 作 为 无 穷 小 生成 元 的 算 子 了 的 定义 域 刀 以 及 算 子 本 身 的 表示 
仍 分 别 具 有 形式 (2.1)、(2.2)。 

仿照 定理 3.2.3 的 证 明 可 以 导出 刻 划 一 般 的 Ce 算 子 半 群 与 
其 无 窍 小 生成 元 之 间 关 系 的 基本 定理 如 下 ， 

定理 3.2.7 设 {S(t); t 之 0} 是 Hilbert 空间 五 上 上 的 C。 算 
子 半 群 ，]1S(1) <<Mes*'*。 算 子 BD 一 是 为 S(t) 的 无 穷 小 生成 
元 ， 别 

(1) 卫 是 瑟 中 的 再 定 闭 算 子 。 
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《2) 对 一 切 复 数 4 ， 若 满足 Re14 汪 6。 则 4-B 是 D-*H 的 

单 映 照 与 满 映 照 。 且 对 任意 2”， 成 立 
| 上 (4 一 瑟 ) 和 MGCRe14 一 8 (2 .23) 

反之 ,车 B 为 定义 在 DCH 上 的 一 个 线性 算 子 ， 满足 条 件 
(1),(2)， 则 B 必 为 一 个 Co 算 子 半 群 SG) 的 无 穷 小 生成 元 , 且 
[SC I Me 和 一。 

证 明 ”我 们 只 对 6=0 的 情形 加 以 证 明 。 对 8>0 的 情形 ， 令 
Sib=ec Sb 及 Bi=B-B， 即 可 化 到 8=0 的 情形 。 

为 证 必要 性 ， 只 需 指 出 (2.23) 成 立 ， 因 其 余 论断 的 证 明 与 定 
理 3.2.3 的 证 明 完 全 相同 。 如 《2,.10) 所 指出 的 ， 我 们 有 注意 到 
导出 (2.10) 式 时 ， 我 们 实质 上 只 用 到 1S( 切 外 的 有 界 性 , 而 不 需要 
S(t) 的 压缩 性 ) 


y= (4-B)| eS ydr, VyEH 
故 对 任意 7% 有 


y= (4 一 B) | … -| TASTE r+ Ti) ydTi"dT,» 


所 以 
I- B"H<| et St mt glariemdr, 


<mliyl a| le 1zz， 


<(Re1) 一 My 

此 即 (2.24) 

为 证 充分 性 ， 也 像 定理 3.2.3 的 证 明 那 样 ， 对 实数 1， 
作 Bi=18(C1- 3) , 则 我 们 仍 有 ; B 为 有 界 算 子 , 且 其 界 被 一 个 
与 4 无 关 的 常数 形 所 控制 。 故 对 一 切 xED， 成 立 Bix 一 Bx 等 事 
实 。 此 外 ，Si(b = ce: 为 Ce 算 子 半 和 群 ， 它 以 Bix 为 无 穷 小 生成 
元 ， 且 

97 


da 


S.Ct) = Texp(t(—A+A*(4—B) 
一 - Ce- A 本 _ B) 1" 


< 


再 利用 定理 3.2.3 中 次 


Ii 。 
J 推 惠 方法 可 知 ， 对 -一 切 之 0， XEH, 
S(E)X= UmSalt)x 


存在 ， 且 SQ) 满足 成 Co 算 子 半 群 的 诸 竹 质 , 并 且 由 1Si(2D)1<M 
容易 推 得 ]S() | 专人 MY 。 | 


区 


证 毕 
定理 3.2.7 是 由 Hill 与 吉田 耕作 分 别 独立 建立 的 。 它 在 线 
性 算 子 半 群 理论 中 极为 重要 。 


$ 3” 算 子 半 涪 方法 在 抛物 型 方程 
初 边 值 问题 中 的 应 用 


利用 党 子 闪 稚 方法 求解 发 展 型 方程 定 解 间 题 时 通常 有 以 下 凡 
个 步 驶 : 本 体 的 偏 微分 方程 定 解 问题 《例如 抛物 型 方程 的 


初 值 问题 ) 化 成 所 象 的 发 展 型 方程 初 值 问题 ， 如 (1.9) 的 形式 所 
未 。 这 时 ，。 在 01.6 中 多 子 4 一 般 是 一 个 微分 算 子 ， 并 且 通 过 

定义 域 的 规定 已 把 解 应 满足 的 边界 条 件 的 要 求 包 括 在 内 ， 其 次 
说 明 共 于 4 满足 一 定 的 和 “ 件 ， 从 而 能 作出 一 个 算 子 尘 “ 群 {S(Ct)， 
{之 0}， 它 以 ~- 4 为 无 穷 小 生成 元 。 这 样 ， 抽象 发 展 方程 初 值 问 
总 和 的 解 就 可 以 用 S(t)wo 条 示 ， 再 回 到 原始 台 的 定 解 问题 ， 即 得 所 
需 之 解 。 
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以 下 讨论 所 和 更 方 本 


六 -人 ?=f ee) 
XE QR cr (3.1) 
的 初 边 值 问 题 ， 初 始 条 件 与 边界 条 件 分 别 为 
zto= Uo CX), (3.2) 
uaepxon = 0。 (3.3) 


在 方程 (3.1) 左边 的 系数 均 与 变量 t 无 关 ， 这 种 方程 称 为 时 许 
的 ， 本 章 中 我 们 仅 限 于 讨论 时 齐 的 发 展 方 程 ， 我 们 还 设 系 这 
Qjyj(X) 对 称 ，asj (Xx)，bi(x)，c (Xx) Ec*(G@) ,又 ajj(x) 满足 一 致 贿 

圆 条 件 ， 即 存在 c>>0， 使 对 任意 (名 ,54) 成 江 


> (3.4) 
记 刀 = 无 (8)， 以 及 
i 有 LuEH}, (3.5) 


其 中 Lou= ( 2 于 2 人 ( + (x) + clu), 


我 们 有 
定理 3.3.1 在 上 述 关于 方程 (3.1) 的 系数 的 假定 下 ， 又 设 
zo(X)GD, =0， 则 存在 唯一 的 解 z(xot)EGCLLE，7)， 已 ) 站 
C 必 [0,T)，D)， 满 足 方 程 (3.1) 与 初始 条 件 (3.3)， 且 对 每 个 
t 宇 0，uEDCH《(8)， 从 而 按 迹 的 意义 满足 (3.2)。 
证 明 若 对 (3.1) 的 未 知 函 数 & 作 变换 《=e*'v， 则 (3.1) 化 


成 

Ov _ 0 OU Be 一 

= feat (3.6) 
若 记 
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Liv= 2 Bx, 总 A 中 训 -)- 2 


由 第 二 章 的 Garding 不 等 式 知 ， 存 在 4o>>0， 全 4 宇和 时 。 对 -一 
切 肪 (8)， 成 立 z 
(Liv, v)>01|v i (3.7) 
由 于 初 边 值 问题 (3.1) 一 (3.3) 解 的 存在 唯一 性 与 方程 (3.6) 初 边 
值 条 件 v1].o= xzo(Gz)，ulsoxoz=0 的 解 的 存在 唯一 性 是 等 价 
的 ， 所 以 我 们 不 妨 一 开始 就 假定 ， 对 某 个 常数 wj， 成 立 
(Lou, 4)>a lul$:, Pu€E HI CR), (3.8) 
于 是 ， 记 4 为 定义 在 D 上 的 微分 算 子 工 ,， 就 只 需 讨论 如 下 
的 抽象 发 展 方程 的 初 值 问题 : 


du _ 
| at (3.9) 
万 | -= Xe 


显然 ， 若 算 子 4 满足 定理 3.2.5 的 诸 条 件 ， 本 定理 即 得 证 。 
4 的 定义 域 包含 C2z(8)， 而 C3(8) 在 三 (23) 中 再 密 ， 所 以 忆 
在 互 中 和 磺 密 。 又 著 在 万 中 有 序列 {4,}, 使 wu 与 dv 一 2 在 五 
中 成 立 。 则 由 

(Al(un— Un), Un Un)>C)u, — ula 

可 知 Wu(H!) 成 立 。 故 EH3(8)。 又 显然 有 Lou=wEH,， 
所 以 ED，Au=w， 即 4 是 闭 算 子 。 

4 的 增生 性 质 可 由 (3.7) 推 得 ， 又 由 第 二 章 中 关于 樟 圆 型 方 
程 解 的 存在 性 定理 知 ， 在 (3.8) 下 ， 对 任意 14 关 0，9E 巨 ， 必 存在 
解 妈 EECR8)， 使 (1+ 工 0)2=9g， 故 定理 3.2.,4 中 的 条 件 (3) 也 成 
立 。 号 

于 是 由 定理 3.2。4 可 得 到 一 个 压缩 算 子 半 群 S(t)〈 它 的 构造 
方法 已 在 定理 3.2.3 中 给 出 ) ， 使 Cauchy 问题 (3.9) 的 解 可 以 
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用 SDw 玫 示 。 且 出 定理 3,.2,1 知 ， 当 wo ED 时 ，u(x,!t) = 
SODuECi(0，T), 日 )， 又 因 woED， 故 (2,3) 式 给 出 Sl(1)wuo 


-1 { S(T) A4uodr; 而 由 定理 3.2.2 知 ,| Sr) Auodr EC' C0, 


T],D), ilu(lx, 1) EC"LO, T), D)。 


人 作 + Au=0, 
uli.o=0 


的 CL(C0，7T)，E)n C*(5[0，T)，D) 解 必 为 零 解 。 由 于 4 是 增 
生 的 ， 故 


4 (u(t), u(t)) =2Rel(u’(i), u(t)) 
= 一 2Re(4x，2)< 委 0。 


于 是 
NaC lz(0) l= 0, 


故 得 唯一 性 ， 从 而 定理 3.3,1 成 立 。 
证 毕 

对 于 /<0 的 情形 ， 我 们 有 

定理 3.3.1'′ 设 在 问题 (3.1) 一 (3。.3) 中 系数 CD) ,bi;(X)， 
c(x) 以 及 初始 资料 uo (Xx) 满足 定理 3.3.1 的 条 件 , FE CI[0,T)， 
玉 )， 则 存在 唯一 的 解 xzxECL0，7)， 互 )ni Ca([0，T)，DD)， 
按 定 理 3.3,1 的 意义 满足 (3.1) 一 (3.3) 。 

证 明 ”根据 齐 次 化 原理 可 以 猜测 ， 所 讨论 问题 的 解 应 当 上 共有 
形式 

ult)=SCDu + | SG- rf rar, (3.10) 


故 只 需 验证 9(4) =| ,SG-r)7FGr) dr 江 足 g(0) =0 以 及 方程 
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-+ 4g= 六 但 g(0)= 0 是 显然 的 ， 又 我 们 有 


1 1 /fts 
(gli+h) -g(t)) = 二 (| SC4+ ht) fdr 


-| se-Dfwe:) 


-1 全 SC2)f Ct th- z) dz— | SCF z)dz) 


= | se): (f(th-z)— flt—z))dz 


1 二 上 
+ 二 | SCz) f+ hz)dzo 


由 于 Fo ECiE0，T), 晶 )， 所 以 当 h 有 0 时 ，g/(1) 存 在 ,， 且 
gD)= | Sf dz +S)f00), 
另 一 方面 ， 
1 _1/(’ _ 
(g(t+h) -g(t)) = 于 (| Sars tf (Tdr 


-| SG-DfaD +i| S(t+h~—r)flr)dr 
= 1(S(h) DIG) + i| S(h—z)f(z+t) dz 


令 有 >0+， 可 知 二 (S(h) 一 了 9(t) 极限 存在 ,这 说 明 9 (1) ED(4)， 


生 通 过 取 极 限 即 得 
g’(1)= — Ag9(t) + f (1), 
这 就 是 所 和 希 要 的 。 
， 证 毕 
由 取信 于 Banach 空间 的 抽象 函数 的 性 质 可 知 ， 定 理 3,3.1 
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与 定理 3.3.1 由 得 到 的 解 记 按 广 义 函 数 的 意义 消 由 方程 。 


$ 4 算 子 半 群 方法 在 双阳 列 方 程 
边 值 问题 中 的 应 用 
本 方 应 用 算 子 半 群 方法 求解 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 ， 为 叙 
述 简 单 起 见 ， 我 们 仍 讨 论 时 齐 的 方程 ， a C” 系 数 。 
记 Lou = -( 交 2 Be (a (x) — i ) + ); 


地 是 CD) 员 电 (OCR 人 对 其， 二 滑 是 祖国 往 和 
件 。 考 察 双 曲 型 方程 的 初 边 值 问题 


Ou 
Ei (4.1) 
| ao x0; T) = 0, (4.2) 
ul = Po(x), utltio= P(X) 《4.3) 


为 将 问题 化 成 抽象 发 展 方程 Cauchy 问题 的 形式 ， 引 入 u= Ow， 
加 = (“ ), 则 方程 (4.1) 可 以 写成 
全 


au+(- 


0 


作 互 《8) 上 的 双 线 性 泛 了 区 
co 全 可 


~ )=0. 4.4) 


+ 20; 2 lz 个 cu ) |ax, 
式 中 a。 是 待定 的 常数 。 于 是 记 为 梢 圆 狂 条 件 (3.4) 中 的 常 数 ， 


即 有 
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atu, 4) ll + ooal Yults — Coolul}: 
收取 ae 充分 小 时 ， 有 
al(uy, uC lu | 。 
另 一 方面 ， 若 取 C: 充分 大 ， 显 然 有 
al(u, 4)EC, lu lss o 
故 a(w，zw) 与 肥 及 ; 等 价 ， 今 车 记 互 = 互 ;(8)xL*(8)， 则 可 以 
在 及 中 定义 范 数 为 = 
lull2 = a (uw) + ao Cv 0) ~ lu a: + | vl 22 © 
现 令 
D= {u€EH; vEH( 9), uEH'( 9)}, (4.5) 


在 D 上 定义 算 子 4: 4U=(” 一 )(”), 则 4 是 Dx 且 的 映 
了 0 

照 ， 且 当 限制 在 D 上 考察 方程 组 (4.4) 时 ,已 将 边界 条 件 (4.2) 考 

虑 在 内 。 于 是 所 考察 的 初 边 值 问题 可 以 记 为 


aU _ 
| 


2 :-。 二 (?") 
9 


以 下 我 们 利用 定理 3.2。3 来 证 明 问 题 (4.6) 的 解 的 存在 性 ， 即 说 
明 一 4 是 某 个 压缩 算 子 半 群 的 无 劳 小 生成 元 ， 为 此 先 证 明 下 面 的 
引 理 。 


引 理 3.4.1 若 丈 =(7 )ecz(8)xcz(02)， 则 当 ? 充分 
gg 


大 时 ， 


(4.6) 


(I+n -1AU=F (4.7) 
存在 唯一 解 UE(C™"(@8)xC*(8)) 由 D, 上 生 
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IU le<(a+ 后) 到 Ia (4.8) 


式 中 8 是 与 五 无 关 的 一 个 常数 。 
证 明 由 第 二 章 的 讨论 知 ， 对 于 给 定 的 Ze 只 要 ?充分 


大 ， 
(I+n?:LOU=F,Fl,0=0 (4.9) 
就 有 唯一 解 U,.EC"(8)xC (98)。 注意 到 


1 _1i 1 
[ 一 ) 了 元 I X I 元 了 
I+-tL,o LD I -LL 1 


nz 


则 到 


w+ Lv 


T 填 1 
入 nn 
-Lo 了 V1 多 (4.10) 


就 满 足 (4.7), 且 UECC*(98)xC™(2))[1D。 


利用 分 部 积分 ， 我 们 有 
alf, f= (f +aoLof, f) 


= (wotaoLd(r 9) u— Lv) 
1 7 Es 
2 位 0 
= (ut+ oaoLou, WU)— 元 Rektyu) 一 (Lou,sv) 
— oo CLovsu) 十 Lv+a Lv,v), 
n n 
1 1 
Qo (9,9) = 化 0 v+ 元 了 ol， V+ Lonu) 
= golvs0) + TP (vs Lou) t+ 8 (Lous v0) + Lous Lou), 


所 以 
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jE Nu + go Lousi) + ol(V, V0) — 1, Lou) — (Lov,h) 


-wl 
不 等 式 右 边 第 三 、 四 项 可 用 
Bu oS uli + loP) <ENUh 
来 估计 ， 所 以 在 二 充分 大 时 
| 县 >>(1- 吨 川 六 本。 
此 式 与 (4.8) 式 等 价 ， 由 此 又 知 当下 =0 时 必 有 以 =0， 故 (4.7)? 的 
解 是 唯一 的 。 z 
定理 3.4.1 设 在 初 边 值 冶 题 (4.1) 一 (4.3) 中 ,方程 (4,1) 
的 系数 为 C~(@) 函数 , 上 且 满 足 椭 圆 性 条 件 。 又 poE 瓦 IC2) 
人 瑟 :(8)，92E 殊 (2)， 则 该 初 边 值 问 题 存 在 唯一 的 解 &E 
C2:([0,T)，Z2(2)nCIC0T):EIC2))nCCE0T) EC2))。 
证 明 我们 先 证 明 问 题 (4.6) 存 在 解 wE Ci([0,T)， 吾 )， 为 
此 需要 利用 定理 3.2.7。 出 于 4 是 限制 在 瑟 ;(8)xLIL*(R) 的 子 
集 DD 上 的 微分 算 子 ，C3(8) XxXC?(2)CD, 而 C3(8) xXxC2(8) 
企及 ;《(Q)xL*(Q) 中 向 密 ， 故 4 是 稀 定 闭 算 子 。 
当 1 充分 大 时 ,n+ 4 是 D>H 的 单 映照 与 满 映照 。 束 实 上 ， 
车 FEH， 则 存在 ,ECS(R)xC>(8), 使 一 在 上 中 成 
立 。 由 引 理 3.4.1 知 存在 UU,， 满 足 


(I+4)D,=F, (4.11) 
以 及 
IDZJ< (+ 在 镍 到， (4.12) 
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v328654 


er 


0 Ul (I+ SF, Fal. / 


故 知 {如 切中 的 基本 序列 ， 且 存在 口 ,使 U,V 在 五 中 成 
六 ,下 相应 村 如, 岂 立 的 (4,.9)、(4.10) 可知 : 


一 了 _ 一 六 
&iy 十 天 Louy= fy Vy tn LaoUi, = 0»» 


1 1 
Wy = ly 十 mu Vo Di 一 bev . 


取 极 限 得 


Vtn Lou-=f, Vitn *Lou= 0, 
Wt Ve Log 


均 ws vi 以 及 4 都 属于 玉 2( 9)。 六 从 zi fEHI(Q) Lome€ 
袁 ,《(8)， 从 而 vEHi(8)， 所 以 UED。 这 就 说 明了 方程 (4.7) 
在 4% 充分 大 时 对 于 看 E 玉 是 可 解 的 。 朋 估计 式 (4.8) 成 立 ， 从 而 
当 % 区 分 大 时 n+ 4 是 DB 的 单 映 照 与 满 映照 。 


由 (4.8) 知 ， 和 T+n714) "1+ 有， 因而 


jnln+ A)- A ~ Wa 


从 而 对 任意 正 整数 下 9 
| (2 一 BE (nt+A) ist。 
于 是 由 定理 3.2.7( 并 参照 注 3,2.3 ) 可 知 ， 存 在 一 个 C。 算 子 半 
群 {S(t); ft 之 0}， 它 以 -4 为 无 穷 小 生成 元 。 所 以 发 展 产 程 的 


了 -pe 


Cauchy 问题 (4.6) 存在 C1([0，T), 号 ) 解 。 注 意 到 空间 及 = 
Hi(9)xIX8), 且 DV = 人 。 )， 再 利用 方程 就 容易 得 到 #E 
iw 


CL0,T), LQ NN CULT) HICQM) NC L0,T), HQ)). 
镍 六 叭 一 恢 吾 以 通 拓 纹 于 审理 3.3.1 的 方法 证 朋 之 。 对 此 ， 


我 们 将 在 第 四 章 中 对 更 一 般 的 情形 予以 证 明 ， 此 处 从 略 。 


证 毕 
注 3.4.1 对 于 非 齐 次 双 曲 型 方程 
+ Lou=f (4.13) 


取 定 解 条 件 (4,2)、‘4.3) 时 的 初 边 值 问 题 之 求解 , 亦 可 类 似 定 理 
3.3.1 进行 讨论 ,将 (4.15) 化 成 关于 ( ”) 的 方程 组 ， 其 右 端 为 


(中 内 下 SEC Cg， T)，H) 时 ， 或 省 说 ， 当 fe 


C ([0,7T),Z2(2)) 时 , 仍 可 得 定理 3.4.1 中 存在 唯一 的 解 wE 
CTO0,T), LQ MNCLO,T) HIQ)IN CL0,T), LQ)) 
的 结论 。 

注 3.4.2 由 引 理 3.4.1 的 证 明 可 知 ， 当 nn 取 为 充分 负 时 ， 
仍 有 相应 的 结论 成 立 ， 此 时 只 需 将 (4.8) 式 换 成 


6 
IU lr<(1+ Fl, (4.14) 
由 此 易 得 ， 若 条 件 (4.2) 改 为 zjaov-rim=0， 则 双 典 型 方程 初 边 


值 问 题 (4.1) 一 :4.3) 不 仅 往 12>0 方向 可 解 ， 而 且 往 1:<<0 方向 也 
可 解 。 这 与 抛物 型 方程 相 比 较 ， 有 本 质 的 区 别 。 


S 5 Schr6dinger 方程 


Schrodinger 方程 是 量子 力学 中 的 一 个 基本 方程 。 线 性 
Schrodinger 方程 的 形式 为 


1 ou _ 
Ta = V(x)u, (5.1), 


108 


其 中 遂 数 V(x) 称 为 位 势 。 本 节 中 我 们 利用 算 子 半 群 方法 来 考察 
方程 (5.1) 的 Canchy 问题 。 

先 讨论 了 V(x) =0 的 情形 。 取 态 = L?:(R*),，D=H:(R")， 并 
在 刀 上 定义 算 子 4，.4z = idu。 

引 理 3.5.1 算 子 ;4 是 LL:(R") 中 的 自 共 思 V 算 子 。 

证 明 ”利用 分 部 积分 法 ， 对 于 w,vERH:(R")， 有 

(—Au,v)= 一 | ， Au' vdx= 一 | uAudx = (u, — Av)， 

所 以 14= -4 是 对 称 算 子 。 故 为 说 明 14 为 自 共 本 算 子 ， 只 需 指 
出 对 于 任 一 个 使 Im4<0 的 复数 14， 41 一 i4 的 值 域 在 LIL*(R') 中 


向 密 《 参见 [10] ) 。 但 是 , 若 /EC2(R")， 由 Fourier 变换 的 性 
质 知 


u(x) = od A: (5.2) 
属于 HC(R")， 且 满足 411i4)u=f， 因 此 条 -i4 的 值 域 在 
L*(R") 中 稠密 。 证 毕 


定理 3.5.1 当 且 仅 当 i4 为 Hilbert 空间 及 的 自 共 轿 算 子 
时 ， 4 为 某 个 西 算 子 群 的 无 穷 小 生成 元 。 

证 明 车 4 为 酝 算 子 群 U(t) 的 无 穷 小 生成 元 ， 则 4 为 釉 定 
闭 算 子 ， 且 对 xED(4)， 


~ Ax= lim- 7 (U(x -x)= lm (UC) -x—x) 
lim 7 (UC) —x) = dx 
所 以 4S - 4*。 同样 的 推理 过 程 可 以 对 xE D(A4*) 进行 ， 得 到 
4xc -~ 4， 故 4#= -4，i4= (i4)*， 从 而 14 为 自 共 统 的 。 


今 若 14 为 自 共 轩 算 子 ， 则 4 是 笛 定 闭 算 子 ， 且 4= - 4。 
故 对 xED(4) 有 
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(AN 
从 看 RefLr 人 eta 一 一 Re =0， 革 定理 
3.2.5 的 条 件 《2) 和 让 相近 名 闲 思 算 子 的 注 沉 所， 对 任 -… 
i 入 ， 容 入 昭 。 均 4 二 4 为 满 占 照 。 从 而 由 完 
型 3.2.5 人 向 革 4 都 可 视 为 甘 个 压缩 筑 子 六 群 的 元 穷 小 生成 元 。 
记 这 1 再 个 半 和 群 污 U +《t)。 害 义 
U (4) = JU GD， 1 之 0， 
7 1 Tt， 大 0 ， 
天 U (4D) 沟 成 群 ， 它 关于 参政 + 连续、 是 对 任 一 xED(A)， 
U(r) 一 了 1 OU,(t)—1 


(5.3) 


TY 一 工人 一 -一 一 -一 一 一 Ax 多 
下 4 -= 二 昌 t 


limn A Tim i TC— lim -DL 


1 fo 2 ti 十 


耳 以 A 尖 Co 谷子 淮 [7 ) 的 天 穷 小 生成 元 。 t 
证 毕 
这 梓 * 和 根据 定 理 3.5。.1, 我 们 就 可 以 构造 C, 算 子 群 〈《 它 还 是 
西 算 子 翌 DUGQ)， 作 对 一 殷 w(x) EECR")， 玖 数 zzyt)= 
U(2DU (xX) 是 Cauchy 问题 
Ou _. 
BG: Au (5.4) 
zj eo = zo (%) 
的 解 。 
以 下 海 罕 了 (cz 去 0 的 箔 有形。 我 们 设 (x) 为 实 通 数 ; V(x)E 


、 
L*(R")，f 之 2，p 六 2。 此 时 ， 取 


DD- {au: uEH(R'"). VouE LCR')}, ‘(5.5) 
相生 3.8.2 设 下 CT 衣 所 认 ， 则 对 se>0 有 


Vul el Axl + CCe) Nudd, VuED, (5.6) 


1 -Ey 巧 - dr 2p | -了 /~ 4 
证 明 站 于 xD 故 对 4 2 十 力 ， 取 +7 a?” 14 gq? 


(| ,ace) | dz=(| , (1+1E|2) -1+ |El:)" [CE [edE) 
< .artelD ra (atl D" a 入 


. 1 1 
OE 车 PD212( Pa 
<C (Aul+t lul), : 
所 以 | 
lato CAul + Ma), (5.7) 
由 于 (5,7) 式 中 语 范 数 部 是 在 全 空间 R" 中 的 积分 ， 故 可 作 变 换 
X= Px ， 侧 由 (5.7) 导 出 
lls, elAull+ CCe) ds 


再 注意 到 -7 的 共 轿 数 为 二 2 3 = 24'， 改 


yz 了 P= | Ved 
At FN 
< va ) 
<Clwl2, 多 
从 而 得 (5.6) 式 。 
证 毕 
定理 3.5.2 在 上 述 关 于 位 势 了 (xz) 的 租 定 下 ， 算 子 14+ 了 了 
仍 为 航 共 思 的 ,从 而 (5.i) 取 亡 值 w(x) ED 的 Cauchy 问题 可 解 。 
证 明 ”由本 2?4 + 了 为 对 称 算 子 ， 所 以 为 说 明 iA+Y 为 自 共 
饭 算 子 ， 也 只 需 证 明 7 (4 一 证 ) 的 从 域 为 全 空间 。 
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在 (5.6) 中 取 定 e= 土 。 则 上 7zl< 立 HL4xl+ Clxl， 久 下 我 


对 满足 jt 一 1 之 6 的 1+， 也 有 I 土 (4 -3 ) 的 值 域 为 全 空间 。 
为 确定 起 见 ， 讨 论 I-(4-iiV)。 以 R(t) 记 (I-(4- 
itoV )) 。 


由 于 

(CI— CA-itoV))u, (IT— (A—itoV))u) 

= (uu + (A IV)u, CA— itoV)u) 

>lxl*, 
太 RG) HAS1。 

今 有 
TI-(A-iV)=I- (A )+ 一 io 
= (T+(t-—t)VR(t0)) I- (A -itoy )), 

而 对 任 一 uw EH， 


IVRCu | 入 寺 14R(to)z| + CRCe yz 


SHA TI RG s+ dolV Rul + CIRCto?zl。 
入 意 到 to<<1， 有 
并 F 玉 (to)zll 妇 Ca4 ~itoV RGVal + 2CHR to) 2d 
=|(I— RCO))ul + 2C RG) 
+20) 2 。 
因此 ， 只 要 取 6 过 -一 -一 -~ 3 Cy 算 子 I+ (一 109VR(t) 就 是 可 道 
的 。 由 此 知 工 - (4 一 i ) 的 值 域 为 全 空间 。 
于 是 ， 我 们 由 I 一 4 为 满 映照 出 发 ,关于 : 逐次 延 拓 , 即 可 知 
1~-(A 一 ity) 对 一 切 0( 委 1 委 1 均 为 满 映照 ,从 而 算 子 1+ (4 -证 ) 
11i2 


的 信 域 为 全 空间 。 显 然 ， 同 样 的 结论 对 算 子 I+ (A 一 二 ) 也 成 
立 。 改 14 +T 为 自 共 酝 算 子 。 再 利用 与 定理 3.5.1 中 同样 的 推 
理 方法 可 知 ，(5。1) 的 Cauchy 问题 可 解 。 

证 毕 
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第 四 章 双 曲 型 方程 


§ 1 能 量 不 等 式 、 唯 一 人 性、 
和 定性 和 有 限 依赖 性 


本 章 中 我 们 讨论 二 阶 双 曲 型 方程 与 对 称 双 曲 组 的 Cauchy 问 
题 和 初 边 值 问 题 ， 为 简单 起 见 ， 我 们 仅 限 于 在 实 国 数 范围 内 进行 
讨论 ， 这 一 节 先 介绍 能 量 不 等 陈 。 

设 在 柱 型 区 域 C= 8 x (0,T) 中 给 定 二 Wh 


2 


O'u + 0 /,, _O2_ 
Lu== 局 到 -( A Bx (aij (XxX, 1) 2 ) 


+ b,x,t) 0 TC(X,t) 2)= x,t) (1.1) 
dl OX: 


其 中 系数 4i1,2i1sc 都 是 0 上 的 CC” 是 数 ，C1 = CH 且 满 足 一 致 梢 
圆 狂 条 件 。 我 们 考察 (1.1) 的 两 类 定 解 问题 ， 其 一 是 Cauchy 国 
题 ， 此 时 8 = R"， 初 始 条 件 为 
You=u|:.0 = PoX), 
Yius=u |1-0= P(X) eo 
其 二 是 初 边 值 问题 ， 沁 时 六 一 初始 
条 件 的 形式 与 (1 .2) 相同 ， 边 需 条 件 为 
lou, (1 .3) 
这 里 为 简单 起 见 ， 仅 考虑 Dirichlet 边界 条 件 的 情形 。 
为 导出 关于 双 曲 算 子 的 能 庆 不 等 式 ， 驳 给 出 如 下 引 理 。 
引 理 4.1.1 《Gronwall 不 等 式 ) 设 1(t) 征 定 义 在 [10 
上 的 一 个 非 负 连 续 乌 做 函数 ， 且 满足 1(0) = 0， 
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(1.2) 


人 CI()+M, : (1.4) 
则 成 立 不 舌 式 
1() < er -1) 和 号 SMe" (1.5) 
证 明 以 …' 乘 以 (1.4) 式 两 边 ， 得 


er Ce I(t)< Me ", 


积分 之 ， 利 用 1(0) = 0 可 得 
TD0e 7 <| Me di= (1 e" ), 
所 以 加 
I(D)< (er -1), 
代入 (1.4)， 叉 得 (1 .5) 的 第 二 了 
证 毕 
上 述 证 明 过 程 相当 于 求 与 (1.4) 相应 的 微分 方程 的 解 ， 并 用 
比 和 解 来 控制 满足 (1.4) 的 I(2)， 利用 这 一 思想 可 以 将 Gronwall 不 
等 式 作 各 种 推广 。 例如 (1.4) 式 右 边 太 为 t 的 酒 数 ， 或 (1.4) 式 
改 为 关于 I(t) 的 高 阶 微分 的 不 等 式 等 情形 ,都 有 相应 的 结论 。 
定理 A4.1.1 让 只 为 有 界 区 城 ， uCEC™(O) 消 忆 z jsoxsiory= 
0 多 Lu=f。 滞 记 . 
E(t)= | rn + Zus,)dx, 
则 成 立 能 最 不 等 式 
E()<CEO) 小 ， fidxdt), (1.6) 


式 市 OQ,=9x (0,8)。 


证 明 以 zz 图 以 Lu, 并 在 QO: 上 积分 ， 可 得 
| urLudxdt = I.(t) + 1,(1), 


其 中 
1.(t)= — | (三 br ge-+ cu udxdt 


[I, (Cz) [< | (好 二 2 + Dis)drdt 


-2 | 五 (dt 


_ 全 Ou 
at) = | .| -SE Di 全 7 Oi Se ) |axat. 
由 于 2 在 边界 98 x (0,7T) 上 为 零 ， 故 也 在 边界 上 为 零 ， 所 以 


有 
-| 2 Br 或 (< Qi Pe ) dd 
全 Ou Ou 
=| .| pa OXiOt Qi Bx OX Bx dxd 


一 4 0 Ou Ou 
[| Ot (3 人 OX: 2 ) 
Di Ou Ou 
ief Ot OX! OX 


一 _OU 站 和 -| 
fo OX 和 OxioOt dxdt, 


利用 系数 ay 的 对 称 性 可 得 
O* D 
{|B BG a Bre, dxdt 


-1 | -2- Ou Ou 
| o Ot 7 1 Ox, Ox )axadt 
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| 


1 | ai Ou Ou grdt 
| 闻 Ot Oxi 77 5 


所 以 
t 2 
ED 于 | 二 (( 各 ) 1 有 i 训 如 


工人 Oa 0z 
二 | 二 Bt Ox 让 ina。 


最 后 一 项 可 以 并 入 Tb 进行 估计 于 是 有 


(fu rdrdt= 计 || (- 钴 - 


# 
+ 器 ar 半 -如 dz|.+ 了 GD)。 


利用 ci 的 正定 性 ， 可 得 
| (us + obur, )dx| -iC | + 2 dx 


+| | uLudxdt + Ci | ECtdt (1.7) 
0 总 0 
[1 
| + zu)dx<cs (EO) + | Cw) arat 
a O49 
+ | EC(Ddt). (1.8) 
又 利用 uxt) = uCx50) + aaa 有 
ux,t) u(x, 0) + 2 | uid!t 


| u(x, Ddx<C | u(x» 0)dx+ 2 | uidxdt, 
总 号 Da 


将 此 式 与 (1.8) 合并 ， 可 得 
EC() SCA(BECO) + | (Lu)?dxdt+ | ECDdt), 
站 
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对 任意 的 雪 ， 取 
M= Cs(E(0) +| (Lu)dxdi), 


10) = | CC ， 


则 利用 引 理 4.1.1 知 ， 在 <6 时 ， 
百人 (ts 了 ec 


El) Cae (EO) + | (La) dxdt), 
fi 


形 即 (T.6) 式 。 
证 毕 
法 4.1.1 朋 于 在 (1.6) 式 中 只 出 现 & 的 直至 二 阶 导数 的 平 
方 和 分 ， 改 通过 权限 过 程 穹 易 证 明 当 xE 瑟 209) 时 能 量 不 等 式 仍 
然 成 立 。 

注 4.1.2 由 (1.6) 式 六 即 可 以 得 到 有 H*(Q) 解 的 准 一 性 与 
稳定 性 ，、 其 秘 定 证 的 章 闵 为 当 上 (0) lincg, » ss。 ,0) rzco) 及 
bEujzzow, 充分 小 时 。 对 任意 t+E[0,T]， jz 52) ace 及 jz， 
0)jzz2.9) 也 充分 小 。 

注 4.1.3 若 在 边界 上 定义 


0 _ z 0 
55 = 2 O11C08 (ns x1) Bs? 
将 边界 条 件 
zlenoxcor)=10 
改 为 


了 oz _ 
| Oy tou|, =。 
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其 由 co>>0， 则 相应 的 能 量 不 等 式 仍然 成 立 。 

以 下 讨论 Cauchy 问题 的 能 量 不 等 式 。 先 引入 类 空 向 曲面 的 
概念 。 

定义 4.1.1 车 S 为 (fx…xn) 空间 中 给 定 的 曲面 ， 算 子 
工 按 (1,1) 给 定 ， 又 若 $ 上 每 一 点 的 法 向 多 满足 

Cos (nt) 之 9, GiiC08 (x1) CO8 (Rx), (1.9) 

则 称 S 为 能 类 空 向 曲面 。 若 〈1.9) 中 不 等 号 为 严格 大 于 号 ， 则 称 
S 为 类 空 向 曲面 若 (1.9) 式 恒 为 等 式 ， 则 称 3 为 特征 曲面 。 

今 设 了 为 半空 间 {t>0} 中 一 点 , 过 了 往 下 作 一 弱 类 空 疝 曲面 
Tp。， 即 Tp 的 法 向 满足 (1 .9) 式 。 该 曲面 与 tf= 0 图 成 一 个 区 域 
@。 对 任意 的 (0<h<tp)， 作 t= 有 平面 , 它 与 Q 的 交 记 为 82,。 
区 域 被 夹 在 t= 0 与 := 久 之 闻 的 部 分 记 为 Q@;。 且 定义 


FE( 人 = | (ru? +t Zui)dx, (1.10) 
05 
则 有 下 述 定理 。 
定理 4.1.2 ”在 上 述 记号 下 ， 设 wEC”"(6)， 则 成 立 
BCGD<C(ECO)+| Loardt). .1D) 


证 明 证 明 的 过 程 与 前 相仿 ， 区 别 在 于 对 飞人 中 的 积分 项 


0 Ou 
一 | z 吕 如 (ar 部)axa 
作 变 形 时 不 能 再 利用 边界 条 件 ， 故 对 各 项 积分 的 估计 均 应 作 适 当 
修改 。 今 若 记 5S;= Qi Tp， 则 


of Ou 
|, 2 OX: \ OXI )axat 


Ou ,Ou 
-| 名 OxiOt “'! Ox dxdt 
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由 此 得 
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-| 2 erCI7Lv COS (了 2 ,x yas 


3 ET 人 QU1Uritx dxdt 


。 2 ar) st dxdt 
请 tof 


| ?CoUnttaitdxdt 


一 | 2 Uia tis, C08 (2,x;)dS, 
A n+ 


: 0 
| > 2 Bx Ar! Re ) dxdt 


=>( 2 aiilsy, Ur dx 
2 \Jo, 7 ?i 


一 | 2 aii ws dx ) 


0 ef 


一 3|。 2 (a11) Us us Axdat 
+ 了 | 三 > (Qtriluvls, C08 (st) 
Sy fe 


- 2aisueus, O08 (Hx1) )d5, 


| Ureadxdt 
2 


= 过 | 2 -2| 和 
色 po, dx 2 ox 


| us COS (82 t) dt, 
2 ss 


. PR 
成 立 。 


从 而 在 对 I,(t) 作 估 计时 ， 得 到 在 S, 上 的 积分 为 
下. (17 COS (Rt) + is, Us, O08 (1,1) 
一 2 2 0iTUiUwj CO8 (Wt, Xi1) dS 
= | -Ci(eosrtm 
— 2 Qi1C0s (Ts x1) cos (1 x;)) 
+ 2 Qii (un CO8 (Rs1) — UcoOs (RX:)) 


x (uC08 (Rt) — uo0s (Rs xi))) dS 

>0. (1.12) 
这 里 最 后 这 个 不 等 号 是 由 (ai;〉 的 正定 性 与 边界 S 为 弱 类 空 向 曲 
面 的 特性 所 得 出 的 。 利 用 (1.12) 就 可 以 导出 z 

| ar zusddx<c (EO + | | rosea 

9 1， odo, 

+ | ECwat), 
以 后 的 推导 与 定理 4.1.1 完全 一 致 。 
证 毕 

与 定理 4.1.1 相仿 ， 当 w EH:(Q) 时 也 有 能 量 不等式 (1.11) 


利用 定理 4.1.2, 可 以 得 到 Cauchy 问题 和 解 的 唯一 性 与 稳定 
性 ， 然 而 我 们 还 可 以 得 到 进一步 的 结论 。 事 实 .上 ， 若 已 知 
us EH’(R" x (0,T)), Lu=0, 
则 当 及 ws 在 2 上 为 零 时 ,在 整个 DO 上 2 恒 等 于 替 , 而 不 管 和 及 
ut 在 28 外 取 什 么 初 值 。 换 句 话 说 ，& 在 8 中 的 值 唯一 地 由 有 限 
区 域 8。 上 的 初 值 唯一 决定 ,而 初始 时 刻 在 82。 外 的 初 值 变化 不 会 
影响 到 2& 在 中 的 取 值 。 这 就 得 出 ， 二 阶 双 曲 型 方程 的 解 有 有 限 
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作 相 应 的 2 io 在 妆 物理 方程 课程 由 我 们 训 贡 He 动 方程 的 解 有 
这 种 特性 ， 定 下 4.1.2 就 把 这 一 性 质 推广 到 了 一 般 二 阶 双 昌 型 方 
树 的 情形 。 由 于 在 确定 点 的 依赖 区 域 时 , Tp 可 取 为 任 一 弱 类 空 
癌 师 面 ， 故 若 取 它 为 特征 曲面 ， 就 可 得 到 准确 的 依赖 区 城 。 


S 2 Cauchy 问题 解 的 存在 性 


失 生 不 等 式 还 可 以 用 于 证 明 双 曲 型 方程 解 的 存在 性 。 本 节 中 
先 讨论 Cauchy 问题 解 的 存在 性 ， 我 们 将 利用 解析 束 近 法 结合 能 
量 不 等 式 来 证 明 这 一 点 。 
首先 我 们 要 把 能 量 不 等 式 (1.9) 推广 到 高 阶 模 的 估计 。 对 于 
C”(o) 力 数 ,以 上 (8)], 记 wl(-, 有 ) 在 QQ=QNtt=h 有 } 上 的 到" 
模 ， 则 有 下 述 定理 。 
定理 4.2.1 设 wEC”(O) 在 1=0 上 取 初 值 
Ulto= Px), Usleo = PX), 
则 对 r+ 这 1 成 立 
la <C, (ols ot | ID 有 -de 
(2.1) 
证 明 用 归纳 法 。 当 y=1 时，(2.1) 可 由 (1.11) 推 得 。 今 
设 (2.1) 式 当 指标 小 于 7 时 成 立 ， 以 下 证 明 当 指标 等 于 7 时 此 式 
也 成 立 。 以 Gs (lal 志 7 -1) 作用 于 工 u， 可 得 
LL(0)=0°Lut+t Ru, (2.2) 
其 中 Ru 为 4 及 其 关于 x 的 直到 阶 导数 的 线性 表示 式 。 利 用 
7= 1 时 的 (2.1》 式 可 得 
Osu a) Coruc0) di + joo0su do0) 12 
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+{ qo:Lals + jac hay. (2.3) 


将 (2.3) 关于 所 有 满足 jx 和 r 一 工 的 重 撞 坏 w 信和 和 ， 得 
lz EC Coe) + (0 二- 


+ el + alsa 
再 利用 Gronwall 不 等 式 ， 可 得 (2.1) 式 关于 指标 7 也 成 立 。 


证 毕 
注 4.2.1 比 (2.1) 更 一 般 的 能 景 不 等 式 为 
> loin uh lool; + led 
+ | pb loi7C°, DN? dt), (2.4) 


芭 中 Co)= 工 WU(*, 直 ,7 之 1。 这 个 不 等 式 的 证 明 方法 与 定理 
4.2.1 类 侯 ， 此 处 略 。 
注 4.2.2 知 xGED (9O). 则 (2.1》 与 (2.4) 式 仍然 成 立 。 
注 4.2.3 在 (2.1) 与 (2.4) 中 的 常数 C, 与 C 仅 与 算 子 
工 的 系数 的 前 7 防 直 天 核 有 尖 。 
现在 转向 讨论 双 曲 型 方程 Cauchy 问题 解 的 存在 性 ， 我 们 仍 
限于 讨论 齐 次 方程 的 情形 ， 对 于 非 齐 次 方程 的 情形 ， 容易 由 齐 次 
化 原理 导出 。 
设 工 是 如 上 节 所 述 的 一 个 具有 C” 东 数 的 二 阶 线性 双 曲 算 
子 ， 考 虑 Cauchv 问题 
Lu=0, (2.5) 
rit.o= Po XN, tlreo= P(x), (2.6) 
设 书 为 位 于 半空 间 人 > 从中 一 .、 过 P 忆 作出 的 弱 类 罕 向 曲面 与 
t= 0 平面 转 成 的 区 域 记 成 CC， 相应 地 ,82;;Q4s 的 意义 同上 宙 所 述 ， 
则 有 下 述 定理 。 
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定理 4.2.1 在 上 面 关于 算 子 工 的 系数 的 假定 下 ， 又 设 
Po EH' (Qo), PEH'"I(Q) (7 二 1)， 
则 问题 (2.5), (2.6) 存在 唯一 解 zx ， 它 在 每 个 截面 8, 上 满足 
Ou EH (QS) (0h<tp, 0RIA?). 

证 明 首先 我 们 就 Lp 的 系数 和 初始 条 件 中 的 9。，9 都 是 解 
析 子 数 的 情形 来 构造 解 ,然后 利用 逼近 法 去 掉 关 于 解析 性 的 限制 。 

1) 设 工 的 系数 解析 ，9?po 9 为 多 项 式 ， 则 由 于 8 咖 , 为 有 限 区 
域 ， 所 以 由 Cauchy-Kovalevskii 定理 知 , 在 0 委 ! 生 6 的 一 层 内 ， 
存在 工 xz= 0, u 1-。 = pos uz | to = 的 解 ， 这 个 解 可 以 用 客 级 数 
法 构造 而 得 ， 而 且 解 的 存在 范围 即 高 度 6 仅 取 决 于 方程 的 系数 ， 
而 与 初始 条 件 无 关 ， 又 由 上 节 证 明 的 能 量 不 等 式 可 知 ， 这 个 解 是 
唯一 的 。 

2) ”我 们 说 明 上 述 解 可 以 延 拓 到 全 区 域 C 上， 而 且 在 工 的 系 
数 为 解析 函数 的 假定 下 ,只 要 9o,81 为 电 '*! 与 昌 ' 函数 ,就 可 以 得 
到 在 Q 中 的 解 。 事 实 上 , 由 于 2。 为 有 限 区 域 , 我 们 可 以 选取 多 项 
式 序列 {fpot{2j ,使 po->Po(H' 11(80)) 与 pu->P1(H' (90))。 
由 1) 中 已 证 明 的 事实 知 ， 对 每 组 Pos、Piws， 可 以 在 @, 中 得 到 

Lu=0, u | -0 = Wohs us|s-o= Pn 

的 解 w。 这 里 特别 需 指 出 的 是 ，6 的 大 小 只 与 方程 系数 cih 
b;sc 的 解析 结构 有 关 ( 指 寡 级 数 展开 式 的 收敛 半径 、 最 大 模 ) ， 
而 与 初始 条 件 无 关 ， 改 6 与 天 无 关 。 于 是 ， 由 在 @, 中 的 能 量 不 
等 式 可 得 


lel) und) PC po Poullis, 
+ | pw 一 2 时 >。 (2.7) 
从 而 由 {gos} ,{914} 在 相应 空间 中 的 收敛 性 知 ,对 每 个 +E[0,6]， 
0 和 Jr+1，{Otuk(t} 是 五 '+171(84) 中 的 基本 序列 ， 从 而 有 极 
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限 Dixkt)。 

因为 在 1=6 时 ,w(6) 及 weC6) 分 别 属 于 HH'*'(8,) 与 日 "(8,)， 
夏 可 利用 它们 作为 1=6 时 的 初 从， 再 继续 向 t 增加 的 方向 求解 。 
由 于 3 的 大 小 内 与 世 的 系数 育 关 ， 故 只 要 这 些 系数 在 包含 0 的 某 
个 开 集 内 解析 ， 那 末 所 得 解 的 存在 区 域 的 高 度 6 就 可 以 先 于 初始 
条 件 予 以 确定 ， 从 而 经 过 有 限 步 以 局 ， 就 可 得 到 整个 区 域 O 上 解 
的 存在 性 。 

3) ” 当 工 的 系数 非 解析 时 ,可 以 取 解 析 函 数 序 列 {ai)},{6b1}， 
{c*}， 它 们 在 含 6 的 某 个 开 集 内 解析 , 且 在 6 上 诸 函 数 及 其 直到 
7+ 工 阶 导数 分 别 收敛 于 ciybiyc 及 其 相应 的 导数 ,对 每 个 ,将 
算 子 了 中 系数 ciy*piyc 用 aiy ,bi,c* 代 堆 后 所 得 到 的 算 子 记 为 L*， 
考虑 Cauchy 问题 

Lu=0, (2.8) 
2& 1 -oo= Vox), uelico= PICK) (2.9) 
由 前 面 的 讨论 知 ，(2.8) , (2.9) 的 解 ui 存在 ， 
Olus(t) EH'*'™ I(Q:) 
对 0 委 ) 和 rr+1，0<!<tp 成 立 ， 有 上 有 


3 oim (Be Co + pl (2.10) 
由 注 4.2.3, 这 里 的 常数 C 依赖 于 ef， 开 ,c 的 前 ++1 阶 导数 的 
最 大 模 。 由 于 ai,,bi,c!* 的 前 7++1 阶 导 数 分 别 一 致 收 化 于 ch， 
bisc 的 相应 导数 ， 政 C 与 上 无 关 。 
现在 考虑 {zs} 的 收 伍 性 。 为 此 ， 估 计 妈 -xy* 它 满足 方程 


Li(wus— se) = fos (2.11) 
式 中 


0 Bb OR 
faw = Zp Bx 《5 0 
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Todi 一 ) Se + Ce ‘~ Cue 


—_— Uhr 偿 洲 足 初 ? 始 詹 件 | 
us') (xX,0) = 0， 


六 (ui zx) 《Xo0) = 0。 


见 ， 对 一 切 满足 0 寺 t 之 tp 和 的， 
到 (Oi fra (2) 1 ;Eps ltuw 0) Ns 


CE |polls r+1 十 je, ， 
式 中 Ep 在 Kh’ 一 co 时 超 于 零 ， 于 是 由 (2.4) 式 知 


Ol uD) ar CD Ces hool:,, + od) 


所 以 当 KK 一 co 时 ,该 式 无 端 也 趋 于 零 。 这 说 明 存在 极限 区 ， 
且 Oru(t) EH;(R) 对 0 和 4ip，0 委 ) 委 7 成 辽 ， 又 2 满足 方程 
(2.5) 及 初始 条 件 (2.6)。 

4) 若 PoEH'(80),91EH'-!(8o)， 则 可 以 先 作 H'?*: (8。) 
与 吾 ' (8o) 中 的 序列 {95}，{9(}， 由 前 面 的 讨论 知 ， 对 每 组 9$， 
P91。 方 程 (2.5) 的 Cauchy 加 十 有 角 ws， 县 关于 如 一 ws 成 辽 售 
计 式 

os (wat) — wut)) 上 
CPE — Pe ar 《90 才 ot — ot der-rew)， 
由 此 又 可 得 得 {Oiws} 收 黎 。 记 不 的 极限 为 2 则 2 为 Caeay 加 
题 (2.5)、(2.6) 的 解 ， 县 912 人 E 再 7 一 189t)。 

注 4.2.4 从 上 述 证 明 过 程 可 见 ， 对 方 袜 系 数 cirpbisc 的 光 
注 人 性 要 求 梧 减 究 ， 仪 杰 求 它们 为 C"*' 类 娩 数 即 可 。 

注 4.2.5 出 定理 4.2.1 知 ， 解 妈 属 于 日 '(Q),， 又 当 7 之 
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| 2， 下联 入 定 z 理 可 知 ，4 为 古典 解 。 


§ 3 用 Galekin 方法 解 初 过 值 问题 


本 节 中 我 们 讨论 方程 (1。1) 满足 定 解 条 件 a. 2) 、(1 .3) 的 解 
的 存在 性 。 当 (1,1) 的 系数 不 依赖 于 上 上 时， 我们 已 在 上 一 剖 用 算 
子 尘 群 方法 讨论 了 这 一 问题 。 现 在 我 们 将 介绍 另 一 种 方法 一 一 
Galekin 方法 并 用 它 来 证 明 解 的 存在 性 ， 且 当 方程 的 系数 不 依赖 
于 t 计 、 条 件 和 结论 均 与 上 一 章 的 定理 3.4.1 有 些 不 同 。 

”定理 4.3.1 设 9oEHI(8),91.EL:(8),，fEL1([0,T], 
LL*(8))。， 则 存在 唯一 的 函数 EL”([0, Tj, 昌 ; (8))， 使 得 
u EL™”(L0,T1, LQ)), 

并 满足 (1.1) 与 (1。2) 。 : 

证 明 ”我 们 完 将 Galekin 方法 的 思想 简 述 如 下 ，， 在 Hi(8) 
”中 寻求 一 递增 的 有 限 维 线性 子 空间 序列 {1B,} ,使 Hi(8)= UE,。 
由 于 昌 3(@) 在 LL?(8) 中 称 密 ,下 UB, 按 L*(8) 的 范 数 作 闭 包 即 得 
(8)。 利 用 有 H3(8) 与 二 (2) 在 也. 上 的 投影 ,我 们 可 以 把 原来 
的 偏 微分 方程 定 解 问题 化 为 一 个 常 微分 方程 组 的 初 值 问题 ， 在 得 
到 常 微分 方程 组 的 解 以 后 ， 经 组 合 可 得 到 原 问 避 题 的 近似 解 ， 再 证 
明 思 >co 时 这 个 近似 解 收敛 于 所 要 求 的 解 。 ， 

先 在 日 i(Q) 中 选取 一 个 基 ,wj,…},， 使 它 在 L?(8) 
中 形成 一 个 完备 的 标准 正 交 系 。 这 样 的 序列 是 存在 的 ， 铭 如 我 们 
可 以 通过 解 Laplace 算 子 取 Dirichlet 条 作 因 符 征 函 数 系 得 到 
《参见 第 -6)。 记 已 是 ,WwW 所 玉成 的 线性 子 空间 。 
于 是 : i fw} 在 有 iCQ) 申 的 狗 密 性 ， 我 们 可 以 选择 系数 9 ， 使 
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Vos= 2 POWs (3.1) 

在 瑟 3(8) 中 收 化 于 96， 然后 定义 (0 (=1,…,?) 为 常 微分 方 
程 组 初 值 问 题 
人 ze) +alts Y Wit ws We) = (Cf ,ws)s (3 2) 


zt (0) = 9$,, (3.3) 
(nut), (0) = (Ps Wh) 《3 。 4) 
的 解 。 这 里 ，(3.2) 中 的 4 为 二 次 形式 ， 当 v1,v, EH 时 ， 
see (三 core gu 5 


一 ,Di Cr Ft-v 一 C (st) vivs )dx 


二 一 (L (Xx,t, -ou 0) 


Lo 名 )=, 叶 如 (aute) 2) 


十 于 3 9) + clrst), 


其 中 ， 


这 里 ( 工 (2 -号 Joy ws ) 应 理解 为 吾 -: 的 元 素 对 日 函数 之 作 
用 。 由 此 ， 
ca 人 二 (Dwi, Wh =- 守 alt; Wi We)! (t), (3.5) 


在 wi，* "so, 已 确定 的 情况 下 ， (3.2) 纺 是 w(t) (k= 1 ,>***,») 和 估 j 
二 阶 党 微分 方程 组 ， 故 当 f EL1([0,7], (90)) 时 它 有 解 ， 且 解 
Us (ft) 为 在 的 CI 国 数 。 作 


us,(t) = u(t) Ws (3.6) 
=- . 
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则 z u,(t) EC'TO0, TJ, HS (Q)), 
且 册 (3.2) 有 知 
w(t) EL' (LO0,T], Ho (0)), 
利用 {w,} 是 上 L*(8) 中 的 标准 正 交 系 的 性 质 ， 可 以 将 (3.2) 改写 
成 z 


Gs wi) — (L(xots a, ,2 由 = fw, 1k, 


(3.7) 

故 (3.7) 式 可 以 视 为 方程 (1.1) 在 五 , 上 的 投影 。 今 对 (3.7) 中 

第 个 方程 续 以 (nt)’， 关 于 上 相 加 ， 即 得 z 
Gs) (L(ts as)= Ff) (3.8) 


从 而 我 们 可 利用 与 $ 1 中 同样 的 方法 来 证 得 能 量 不 等 式 
ls C0) Nc + fa (2) 


L2(09) 
<c (hu, Co) 


Hl1(0) 


+ lx C0) 


LAD) 
+ | FC,D liao, dt ) (3.9) 
且 据 zx, 初 值 的 选取 方法 知 (3.9) 式 右 端 被 
c (lwo ao, + le + | Dod) 
所 控制 。 
将 (3.9) 式 两 边关 于 + 从 0 到 全 积 分， 可知 x。 在 空间 
L2([0, TI,HICO)) 


中 形成 一 有 界 序 列 ，(z,); 在 空间 区 ([0,Tj,L "(8)) 中 也 形成 
一 有 界 序 列 。 玖 可 从 中 取出 一 个 子 序列 ,不 切 仍 记 为 uw,, 使 ,在 


L250, 了 TI, 恕 3; (2)) 中 弱 收 人 钱 于 如 ,而 《wv) 在 L*([0,T],L*(8))》. 


中 弱 收 化 于 wt。 
129 


1 


现在 证 明 z 满足 方程 (1,1) 与 边界 条 件 (1.2)， 利 用 (3。7) 
及 Hy 的 弱 收 人 纹 性 质 可 知 ， 在 LC0, Tj 中 (zy ， WD) L200) 弱 收 八 于 


(ze Br ) tf ia, 


但 是 ， 由 于 (ww, ,wi) rz0,) 弦 收 伍 于 (ywi) 142g， ， 故 按 分 布 导 数 与 
极限 的 意义 有 


A (2 y 多 WE) 


(Wp Wh) L200) = 
一 > (WW 8p) L200) = (HU ,Wh) 7209) o 
利用 {w,} 在 工 :(8) 中 的 完备 性 ， 对 任 一 C2((0,T) ,LL:(8)) 函 
数 严 ， 成 立 
(OI,h) = (L(xst Ou+ fh), (3.10) 
所 以 4 满足 方程 (1.1)。 
为 说 明 2 的 光滑 性 ， 注 意 到 (3。9) 右 端 可 以 被 一 个 与 了 无 关 
的 常数 所 控制 ， 所 以 有 
us) aroEC, le, lao EC (3.11) 


对 于 一 切 ? 了 成立 。 央 此 


(| a, (#) | 到 oat)’ (| jz C2)?, ,dt :) ; 


对 任意 ?与 ?都 不 超过 常数 C， 从 而 从 {uo} 中 又 可 选取 一 子 序 
列 , 不 妨 仍 用 {， 上 记 之 ,使 us 在 工 ?([0,T],H1 (9)) 中 弱 收 敛 ， 
(uy)t 人 性 上 ?*(L0， T])， LC8)) 中 弱 收 敛 。 于 是 ， 电极 限 的 唯一 性 


知 ， 前 面 所 得 到 的 解 满足 
uELr LO,TI, Hi (QO), uwuEL?T0,T1, LQ)). 


-由 于 工 * 空间 中 弱 收 敛 极限 元 素 的 范 数 不 超过 序列 中 元 鞭 范 数 的 - 


上 极限 ， 于 是 有 
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A 


(| lz ls ic，( 人 we loa) <c 
(3.12) 
对 任意 乡 成 立 。 再 利用 下 面 的 引 理 4.3.1 就 可 得 
u CELT0,TI, HECQ)), uw GE”([0 7 大 2(2))， 

且 它 们 的 相应 范 数 也 被 常数 C 所 控制 。 

引 理 4.3.1 洲 对 一 切 满足 1<8<co 的 指数 p ,uw EL 了”(8)， 
X lulir<cC, NEL" (8), D>mNH, lulrr->lulr~。 

汶 一 引 理 的 证 明 留 在 后 面 ， 这 里 我 们 继续 定理 4.3.1 的 证 
明 ， 由 于 xiEZL”([C0,T]， 厂 (8))， 所 以 至 多 改变 2 在 50,7] 上 
一 个 零 测 度 集 上 之 值 ， 可 使 EC([0,7T], 72(8))。 又 利用 方程 
(1.1) 以 及 所 满足 的 性 质 可 知 ztt E 工 !([0,7T], 瑟 -1(C2))， 所 以 在 

同样 意义 下 ，us EC(L0,T], B71(8))， 于 是 (0), wu4(0) 都 有 确 

定 的 意义 。 今 来 验证 x(0) = Po (x) ,wt(0) = 9 (x)。 

记 z =zv 一 4， 对 于 任意 2EGC2(Q)， 


(u, (0) ,9p) = (v8),0) - | Co (r) ,Pd 
在 [0,T] 上 积分 ， 得 
Tv, (00)= | 0 ,pd | Cv, (7), Pdrdt, 


(3.12) 
由 9, 在 (50,T], 有 矿 ,(8)) 中 弱 政 化 于 零 ， 因 而 (3.12) 右 端 第 
一 项 趋 于 零 。 又 由 在 520[0.7], (2)) 中 弱 收 敛 于 零 知 ， 对 
一 切 1 


| (vy,(T), PdrT—0, 
另外 ， 我 们 有 估计 式 
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i (Vs CT) PdT 二 | jv Cr) zl ols dt 


<c{ lon har, 


由 《3.9) 式 知 ， 它 被 一 个 与 ?无 关 的 常数 控制 ， 于 是 由 控制 收敛 
定理 知 ，(3.12) 右 端 第 二 项 也 趋 于 零 ， 下 将 
(v.00),9)>0, V9PEL(Q), (3.13) 
这 说 明 zx。(0) 弱 收 敛 于 zx(07 (或 按 广义 函数 意义 收敛 于 xz(0)?)。 
但 出 (3.3) 知 2 00) 一 90， 故 得 xz(0) = 9o。 
又 对 于 前 面 选 定 的 Wis Ws"""*, 成 立 
(9%, C0) 5107) = (v(t) yz 六 一 (wn ,WdT, 
关于 +t 症 [0,T] 上 积分 ， 得 + | 
FM Trt 
T(v,(0),1wi) = | (vy (1) ,wi)dt— | | (vy (1), wi)drtdt。 
(3。14) 
由 《1。.1) 知 ， 对 任意 wi 成 立 


(si) 一 (L(x, 人 2 ， wi)= (f,w;), 
而 由 (3.7) 知 ， 当 7 二? 时 ，xv 也 满足 此 方程 ， 从 而 在 7/ 委 ?2 时 


(UT) Wi) = (Lo, wi), 
于 是 | 
全 Tri 
TCv.(0) ,wn) =| (oD wat-| | (Losswi)drdt. 
六 站 Uy 
(3.15) 
从 而 与 前 面相 仿 ， 可 以 证 得 对 任 一 wis 在 ?一 co 时 (因为 7 趋 于 
无穷， 故 7 最终 必 大 于 7 )， 
《uv(0) wi)—>0, (3.16) 
由 {wou} 的 完备 性 以 及 (3 .4) 式 知 Uy (0)—9), 故 得 uz (0) = Pio 
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最 后 痢 下 的 是 唯一 性 的 证 明 , 在 8$ 1 中 我 们 证 明了 H:([0,TT] 
x 2) 解 的 唯一 性 。 但 由 于 这 里 所 得 到 的 解 & 的 光滑 性 要 差 一 
故 不 能 下 接应 用 能 量 不 等 式 (1.6)， 而 需要 另 作 些 处 理 。 

设 v EL (CE0T] BC))，2lED CT] 22))，7 满足 
齐 次 方程 


Utt™ L Xo ts 


0 
一 3 
Ox )u 0， 《 。17) 


以 及 初始 条 件 w(0) =wi(0)=0。 令 
Ut) = | u(t dr 
将 方程 (3.17) 写成 
[i ) 0] (0, 


Ot ot OX 


其 中 
_0 = CU 
Li(x, 1，, 2-)U 一 | Ox. 2 (< 1 £) Ox 
十 > bit (Xt) .3 t+ ctxst)U, 
将 (3.18) 积分 ， 人 


SE -I Xs ts,- 号 名- 二 -| L(x, rE) ndr, 


‘(3.19) 
因为 
UCL™ (LO0,T],H3(®2)), UEL”(0,TI,L!(0)), 


_L, ry Ty ver<Co, TJ,H-1(0)), 


所 以 可 对 (3.19) 两 边 乘 以 忆 -并 积分 《 或 理解 为 放 函 的 作用 ) 。 
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业 


再 利 用 $1 中 证 明 能 量 不 等 式 时 所 用 的 方法 ， 可 以 得 到 类 似 于 
(1.7) 的 表达 式 : 


| +CZLU7z)dx|- 
.< | +202Ddeli 
+C| | Vit a0 + Udxdt 
OJn : 


| 


XU(x,T ar dxdati 


o (3.20) 


在 上 式 右边 最 后 一 项 中 ， 将 | .| ，* ar de 改写 成 | * adr 
这 项 即 化 成 四 

站 (Uxst) Ux, TL (r,t, 

易 知 ， 此 项 的 绝对 值 小 于 : 

c| | Ct + ZU.r, (Xt) + U?(x, 7) 


+ ZU 7x,(x,T) )dxdrt, 
代入 (3.20) 并 利用 初始 条 件 可 得 


Gi- CHEWEC| (rdr， (3.21) 


0 
Be ) U(x, TdxdT, 


式 中 

EBC)= | (UrU?+ B02) dr 
表示 函数 避 在 时 刻 上 的 能 最 。 由 (3.21) 式 以 及 总 (0) =0 易 得 
1 二 时 外 (4)==0。 于 是 (4)=0， 进 而 知 u(t)=0。 反复 利用 这 
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一 方法 ， 可 得 到 对 任意 的 1E[0,T]，2Gb)=0。 这 就 是 唯一 性 。 
证 毕 
现在 我 们 补充 引 理 4.3.1 的 证 明 如 下 : 
证 明 ”用 反 证 法 。 设 为 8 的 子 集 ， 测 度 mes 81= 6 之 0， 
而 在 mes2 上 大 于 C+e， 出 


llz*>(| ,1s as) C+ ee (3.22) 
当 情 充分 天时。 此 式 之 C， 从 而 导致 池 盾 。 困 此 xEZ-， 目 
jjz=<C。 


人 多 着 记 MM = ull. ， 对 任 一 0， mes{xi lu(x) | 二 MM 一} 必 
为 正 测度 ， 将 时 测度 记 为 6.， 则 
ls>( | llrdr)? SM ~ e)-6., 


lui>iH-&€ 
在 尹 充 分 大 时 必 有 luli >M— 28。 这 就 说 明 luli» ~— lullr™»。 
证 毕 
对 于 本 节 中 所 讨论 的 问题 (1.1) 一 (1.3)， 当 初始 条 件 与 方程 
右 端 项 f 有 更 高 的 正则 性 时 ， 解 4 也 可 以 有 更 高 的 正则 性 ， 例 如 
我 们 有 如 下 定理 ; 
定理 4.3.2 设 
po EH; QI NH (QR), 1.EHI(R), 
f EL(TO,T HF(2)), fr EL* (C0,T],L*(®)), 
则 问题 (1.1) 一 (1.3) 的 解 
EL*([L0,T], HiI(R) NH(R)), 
且 
ur EL*(TO0,TI, HQ)), un EL” (LO0,T], LR)), 
本 定理 的 证 明 从 略 。 
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$4 对 称 双 曲 组 


这 一 节 中 我 们 再 介绍 一 类 多 个 自 变 量 的 一 阶 线性 双 曲 型 偏 微 
分 方程 组 ， 即 对 称 双 曲 组 。 许 多 数学 物理 中 的 偏 微分 方程 《组 ) 
都 可 以 化 为 一 阶 对 称 双 曲 组 。 而 前 面 所 介绍 的 能 量 方法 在 讨论 对 
称 双 则 组 时 正 是 一 个 很 育 效 的 工具 。 
考察 如 下 的 一 阶 线性 偏 微分 方程 组 
Lu= st + we z= }, (4.1) 
其 中 未 知 族 数 运 及 有 有 端 了 是 具 及 个 分 量 的 列 向 量 沙 数 ,41,C 是 
自 变量 的 NxN 郴 数 憩 阵 , 以 下 设 它们 在 所 考察 的 区 域 中 是 C” 光 
滑 的 ， 又 设 4; 都 是 对 称 阵 。 此 时 称 (4。1) 为 对 称 双 曲 组 。 更 一 
纳 形 式 的 对 称 双 此 组 是 指 经 过 一 些 简单 的 变 黎 后 司 化 成 (4.1) 形 
式 的 一 阶 偏 微分 方程 组 。 
我 们 先 给 出 一 些 对 称 双 曲 组 的 例子 。 
例 1 真空 中 的 Maxwell 方程 ， 在 适当 计 取 量 纲 后 , 形式 为 
区, 一 rot a 一 0， 
全 ,+ rot = 0。 
这 里 下 = (ww ,WssUs) 为 电场 强度 ， = = (124， Us Ue) 为 磁场 强度 。 
(4.2) 又 可 写成 


(4.2) 


上 


Ou , Ous _ Ouse Ous Our ， Ous 

Ot Gz oy = 0 Ot dz Oy Oy 4， 

Ous ok _ Ou4 -0 Ous _ Ous Du - 

Gt | Ox Oz "Bt Or! Oz 0 (4.3) 


Os , Ous _ Ous _ 0.0us _ Ou , Ou = 0。 


Pm eg = 


Ot Oy Ox ”0 Oy Ox 
记 (t,xX, HZ) 为 (tf, Xis Xo Ns), 《4.3)- 就 可 以 写成 (4.1) 的 形式 ， 
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OT TE mI". | i EE 


易 见 此 时 相应 的 4, 均 为 对 称 阵 。 
例 2 人 
Ow " Oa 
Bt + Da Bor 5 ,和 有 DXIOYX1 
+B -5 t+ f, (4.4) 
其 中 和 拖 阵 (ais) 正定 。 六 引入 新 变量 1 UV 三 (Us, Vo, Uls """y Us), 其 


， 则 可 得 


w _ Ox 
一 人 一 一 9 Ui 二 


UK, Uo 二 
中 » Uo Bx 


(4.5) 
+ bo vot bivi+t cu=f， 


Ov; _ Ovo \_ 1 
【5 =， (一 1， 2)。 
它 可 写成 矩阵 的 形式 : 


4 + 如 +- 9 (4.6) 


1 0 PT [| 
~ 0 1 

其 中 Ao = : 0 a a 
0 


[an 人 es 
已 


之 
LY 
SN 
| 
SN 
| 
心 
3 


.4,= ; -a 多 
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0 /。 
由 于 4 为 对 称 正定 阵 ， 政 可 以 找到 对 称 阵 下， 使 7z = 如。 再 作 
变换 w= T 坟 ， 就 可 把 (4.6) 化 到 以 w 为 未 知 通 数 的 方程 组 
(4.1)。 z 
类 似 于 定义 4.1.1， 我 们 称 空间 (t,x1,…,xn) 中 的 曲面 S 为 
蜡 类 空 向 的 ,车 8 的 法 向 7(?o yb …， 7n) 使 矩阵 mTI+ 2 4 为 


半 正 定 的 ， 又 称 3 为 特征 曲面 ， 如 果 detlzo7+ 2 ”4i| = 0。 


对 于 对 称 双 曲 组 ， 也 可 以 讨论 其 Cauchy 问题 与 初 边 值 问 
题 ， 关 于 Cauchy 问题 ， 其 讨论 方法 与 结论 和 二 阶 双 井 型 方程 十 
分 相似 。 例 如 我 们 可 以 用 能 量 不 等 式 与 解析 逼近 法 证 明 : 车 在 
t=0 平面 的 区 域 2 上 给 定 初 始 资料 ， 则 (4.1) 的 Cauchy 问题 夹 
于 8 与 某 特征 曲面 之 闻 的 区 域 中 的 解 就 可 唯一 地 确定 。 我 们 建议 
读者 自行 推导 这 一 结论 。 以 下 我 们 将 讨论 (4.1) 的 初 边 值 问题 ， 
并 着 重 指出 它 与 二 阶 双 曲 型 方程 的 一 些 不 向 之 处 。 

设 虽 为 空间 (x1:"…,xs) 中 的 一 个 有 界 区 域 ， 边 界 光滑 ， 今 要 
讨论 在 Q= (0,7T) x 8 上 方程 组 (4.1) 的 初 边 值 问题 ， 初始 条 件 
为 z 

zi-o= Bx), : (4.7) 
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A Te 


边界 条 件 访 
Mulo,ryxen = 0， (4.8) 

在 此 ， 我 们 不 失 一 般 性 地 将 边界 条 件 给 成 齐 次 的 ， (4.8) 式 
中 放 是 定义 在 边界 (0, 全 ) x 98 上 的 一 个 矩阵 沈 数 。 由 于 方程 组 
(4.1) 是 一 阶 的 ， 故 边 界 条 件 (4， 8) 取 零 阶 的 形式 是 合适 的 。 问 
题 在 于 及 应 当 取 成 怎样 的 矩阵 。 

易 见 ， 当 加 为 满 秩 阵 时 , 条 件 (4.8) 等 价 于 z= 0。 然 而 从 例 
2 可见 ， 这样 的 条 件 可 能 太 多 了 ， 事 实 上 ， 对 方程 组 (4.6) 若 
要 求 v 的 一 切 分 量 在 边界 上 为 零 ， 即 相当 于 要 求 方 程 (4.4) 的 未 
知 涵 数 及 其 一 切 导数 在 边界 上 均 为 零 。 这 样 的 边界 条 件 比 通常 
的 | Dirichlet 条 件 或 Neumann 条 件 的 限制 更 严 。 从 而 对 初 边 值 问 
题解 的 存在 礁 一 -性 之 讨论 并 不 合适 。 

四 此 可 知 ， 在 0, 了) x68 上 和 矩阵 用 一 般 不 满 秩 ,但 我 们 通常 
受 求 它 保 持 常 秩 数 。 关 于 对 的 更 确切 的 条 件 将 从 以 下 关于 存在 唯 

一 性 的 讨论 得 出 。 
在 边界 (0,T)xo8 上 ， 记 @ ,2,) 为 2 的 外 法 向 ， 并 引 


作法 息 阵 bp- 交 2.4,， 它 在 今 后 的 讨论 中 起 重要 的 作用 。 


定理 4.4.1 设 2 力 对称 双 耻 组 (4.1) 满 足 初 边 值 条 件 
(4.7)、(4.8) 航 经 二 秤 ， 边 控 条 件 有 = 0 为 二 次 型 zBz 的 非 负 
子 空间 ( 即 Mu= 0 曾 合 ww:Pau 之 0 ) ， 则 成 立 能 量 涉 竺 式 


上肢 GE CGI5 有 + | 上 (Di (4.9) 
证 明 若 在 方程 组 (4.1) 中 作 变 换 x= ce“ 0， 则 得 


Ov A Or BrnID= ee (4.10) 
OF d=l OX: 


在 人 光 分 大 内 ，hI+ 一 半 宏 笑 : 为 正定 隆 。 在 (4.10) 两边 和 


以 205， 并 在 〈0,1) x 品 上 进行 积分 ， 则 有 
| 了 + “ Aiv) 


(ET 


+ 2 (pI+B- 主 对 2 Ja 


f=1 Ox 


= | 20:€ * :fdxadt, 


经 过 分 部 积分 ， 并 利用 hI + 一 去 总 se 之 0， 可 得 


(ita | li at | 5pids 


(Ot A 


< 三 2 | ve *!'fdxdt 


(Do,# DO 


因为 Mz=0 等 价 于 Hv=0， 它 苯 含 着 v8o 之 0。 训 可 得 
| 1 lex<| 7270) Paz+| | ap laxar 
c | Ft) as, 
利用 Crronwall 不 等 式 ， 即 可 得 
li pec Aso + | pe, Pas), (4.11) 
再 将 vo 用 e™*'z 代入 ， 即 得 (4.9)。 
证 毕 
容易 看 出 ， 由 能 景 不 等 式 (4.9) 可 立即 推出 方程 组 (4.1) 的 
初 边 值 问 题 经 典 解 的 唯一 性 。 
但 是 ， 仅 有 边界 条 件 使 立 . 辽 非 负 这 一 条 , 一 般 来 说 并 不 能 扒 
出 定 解 问题 解 的 存在 性 ， 因 为 假若 一 组 使 也. 有 Z 非 负 的 边界 条 件 
就 能 得 出 定 解 问题 解 的 存在 性 。 那 来 直接 取 芯 = 0, 它 也 必 使 疡 甩 
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非 负 ,人 柯 前 退 已 从 与 二 阶 双 曲 型 方程 的 对 比 可 知 , 这样 的 边 失 条 件 
太 多 了 。 于 是 我 们 希望 边界 条 件 在 保证 解 的 唯一 性 的 前 提 下 限制 
最 少 ， 亦 即 希望 Mz=0 是 最 大 的 使 Bu 之 0 成 立 的 子 空间 。 这 
样 的 分 析 导 致 下 面 的 定义 。 

定义 4.4.1 若 RN 中 的 线性 子 空间 秋 使 二 次 型 & px 非 负 . 
且 不 能 扩张 为 一 个 更 大 的 子 室 间 而 仍 使 Bz 非 人 负 , 则 称 为 最 
大 非 负 子 空间 ， 

关于 最 大 非 负 子 空间 有 以 下 性 质 ， 

引 理 4.4.1 落地 为 入 8 的 最 大 非 负 子 空 网， 则 科 包 含有 
的 等 人 3jj N(B8)， 且 (872)+ 是 二 次 型 -128 的 非 负 子 空 间 。 

证 明 首先 , 若 wwEN(B)，w ExX， 则 由 Bw=0 知 
(Ut+ew) Put ecw) = B00 
故 由 与 风 所 张 成 的 线性 子 空间 也 是 ww Bz 的 非 负 子 空间 ， 从 而 
由 zz 的 最 大 非 负 特性 知 ，w Ex， 此 即 得 NN(86)CCx。 

今 若 (87)! 不 是 -&'Bz 的 非 负 子 空间 , 则 有 2E (C67)+ 使 -v9 
。6bv 过 0， 即 央 8>0。 这 时 了 不 可 能 再 属于 产 ， 因 为 车 wEX, 则 
BBvEBx， 从 而 vBv 应 为 零 ， 这 是 与 前 面 的 .bv 之 0 相 矛 盾 的 。 

将 与 zx 一 起 张 成 的 线性 空间 记 为 27, 其 中 任 一 元 素 包 具 
形式 hv + wu EX), MN 

7 ADU BNDTH) = Nv:BV+ Bu.0, 
这 又 与 x 为 BE 的 最 大 非 负 子 空间 的 性 质 产 生 予 盾 。 
证 唐 

注 4.4.1 事实 上 ， 还 可 证 明 (bz)+ 是 二 次 型 -zepx 的 最 
大 非 负 子 空间 ， 此 处 从 略 。 

若 工 表示 子 空间 WMz= 0， 则 (pz)+L 称 为 边界 条 件 Mz=0 的 
闪 蜀 边界 条 件 , 其 含义 是 ; 者 4,vEC (9)，2 满足 条 件 Wz=0， 

v 满足 其 共 纲 边界 条 件 《 记 为 js= 0)， 则 
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(La VY) L2G) 一 (usL 0) Lacg)s 《4。12) 
式 中 


也 人 一 一- 一 A+B 
wl 


有 反之 ， 若 vyEC'(0O)， 诗作 一 满足 Mz=0 的 5 (9) 函数 2& 成 
立 (4.12)- 式 ， 刚 必 有 M*= 0。 
定理 4.4.2 对 于 对 称 双 曲 组 的 初 边 值 问题 (4.1)、(4。7)、 
(4.8)， 若 边界 条 件 和 M2=0 为 二 次 型 到 的 最 大 非 负 子 空间 , 则 
存在 下 述 意 义 的 也 广义 解 &， 它 在 (0,T)X8 内 按 广 义 国 数 的 
意义 满足 方程 ， 又 对 任 一 满足 
v|,-r= 0， MYDleorxao=10 (4.13) 
的 C1(O) 函数 2， 成 立 
(fsD) a0 + (PTO 0 = (Us LD) Lrg (4.14) 
证 明 ”由 于 算 子 L* 在 边界 (0,T) x98 上 作出 的 法 和 矩阵 恰 
为 -8, 而 引 理 4.4.1 指出 MO=0 为 让 0(- 有 了 的 非 负 子 空间 ， 
于 是 我 们 可 以 如 定理 4.4.1 那样 导出 关于 算 子 L* 的 能 量 不 等 
式 : 


lB PSCAT P+ ILD, 1A) (4.15) 


由 于 vw( 工 ) = 0， 夏 对 一 切 0 入 :入 工 ， 

Ji) Nix <ClL*olio, (4.16) 
且 有 : 

voli CL*vHE:.0)o (4.17) 
这 样 ， 对 于 给 定理 的 7, 节 ， 我 们 有 
Drxeo + | (P50) 200,| <CIL*v)}:0)o 
于 是 ， 在 工 (@O) 中 作 线 性 集 了 = {六 ; 访 = LX5，DEC1KO)}， 则 
(4.14) 的 左边 过 ,如 ) L206) 十 ( 钊 , 10))zxo) 就 可 视 为 定义 在 2 上 的 
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一 个 线性 连续 泛 函 1!( 芳 )。 由 Hahn-Banach 定理 ， 这 个 线性 泛 函 
可 以 保 范 扩充 到 全 室 闻 ， 再 由 Riesz 表现 定理 知 , 有 EL (0) 使 
1(O)= (Ww) (4.18) 
再 将 风 = 并 0 代入 上 式 ， 即 得 (4。14) 。 
. 证 毕 
定理 4.4.2 中 所 得 到 的 工 : 广义 解 也 称 为 缓解 。 显然 ， 经 典 
意义 的 解 必 为 弱 解 。 但 什么 条 件 下 弱 解 可 以 有 较 高 的 正则 性 ， 还 
需要 较 细致 的 分 析 。 关 于 弱 解 的 唯一 性 问题 ， 也 还 得 进 一 步 : 讨 
论 。 对 这 些 问 题 有 兴趣 的 读者 ， 可 参见 [2] 以 及 该 书 中 所 列 的 其 
他 文献 。 
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附录 A Fredholm-Riesz- Schauder 理论 


我 们 将 证 明 关于 全 连续 算 子 的 几 个 重要 定理 。 这 些 定理 通常 
被 称 为 Fredholm-Riesz-Schauder 定理 ， 又 称 为 抽象 积 分 方程 的 
定理 。 本 附录 所 和 叙述 的 结果 对 Banach 空间 而 言 也 是 对 的 ， 但 就 


我 们 的 应 用 而 言 ，Hilbert 空间 是 足够 的 , 故 仍 限于 在 Hilbert 空 


间 中 猎 述 这 些 定理 。 记 万 是 复数 域 ( 或 实数 域 ) 上 的 Hilbert 空 
间 ，(，) 和 省 上 分 别 表 示 互 中 的 肉 积 和 范 数 。 工 是 互 到 互 的 线性 
全 连续 算 子 ， 即 了 是 一 线性 算 子 ， 且 把 及 中 的 有 界 集 映 为 紧 集 。 
记 Q= 了 I- 工 和 N= {xEHIQu= 0}。 由 全 的 全 连续 性 不 难 推 得 ， 
六 是 有 限 维 的 线性 子 空间 。 又 记 MM = N+， 时 然 允 是 团子 空间 。 

引 理 A.1 存在 一 常数 Ci:>>0， 馈 得 

Ci ilzlslexl 和 Clzl，FxzcEM。 

证 明 第 二 个 不 等 式 是 T 的 有 界 性 的 直接 结果 ， 故 我 们 仅 需 
证 明 第 一 个 不 等 式 。 设 命题 不 真 , 则 存在 x,€ M， 满 足 ja,j =1， 
使 得 Qa, 一 0。 因 {us} 为 有 界 点 列 ， 故 存在 子 序列 (不 妨 仍 记 为 
{un} ) 使 Tu 一 >vEH。 从 而 Wr= Tus t+ Ou——>vE M, Hllv)= 
1。 另 一 方面 Ou = lim Qws = 0。 由 此 推出 vEN= M+。 综 上 所 述 
v= 10， 但 这 和 Joj=1 相 了 矛盾。 

加 为 丰 是 线性 连续 算 子 ， 则 T* 也 是 从 及 到 五 的 线性 连续 算 
子 。 且 T**= 了 。 事 实 上 ， 还 有 下 列 结果 ; 

引 I 理 A.2 了 工 也 是 全 连续 算 子 。 ， 

和 证明” 设 {tzt} 为 妃 中 的 有 界 序列 ， 则 47*uwiy 也 是 五 中 有 界 序 
列 。 因 代为 全 连续 算 子 ， 故 存在 一 子 列 ， 不 妨 仍 记 为 1{T*z+， 使 
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要 {TT*w,} 为 及 中 的 Cauchy 点 列 。 因 此 ， 我 们 有 
Ty, 一 TR | = (TT ~ 1), di 一 2 
< ul+ uld TT ~ TT 
因 {TT*Yw} 是 入 中 的 Cauchy 点 列 ， 则 {TYw;} 也 是 及 中 的 Cauchy 
点 列 。 因 此 T* 是 全 连续 算 子 。 
定理 A.1 方程 v-T*v=f 有 解 的 充 要 条 件 是 EM。 
证 明 ”必要 性 的 证 明 ， 设 方程 vu-T*v=f 有 人 解 ,那么 ， 对 任 
一 WwW EN， 有 
(fw)=(vV-Tiv,w)= (Vv, (IT -Tw)= 0。 
这 就 证 得 fEN*= MM。 
充分 性 的 证 明 : 记 2= {zEHlz= (1T-7)w, wEM}。 
显然 ， 卫 是 如 的 线性 子 空间 。 在 了 上 定义 一 线性 泛 函 
lI) = (wf), Bu= (IT-T)w, wEM, 
由 引 理 A.1 可 知 , 1(w) 是 上 的 有 界线 性 泛 阔 。 由 Hahn-Banach 
定理 可 得 ， Le 可 延 括 成 整个 事 上 的 有 界线 症 涝 函 。 再 由 Riesz 
表现 定理 不 难 找到 vE 及 ， 使 
， (wf = (IT-Tw,v), VYwEM 
即 
(zj (Vv-T*0))=0, VwEM, 
我 们 知道 ， 对 任 一 w EE 五 有 直 交 分 解 ww=w +w”， 其 中 w EM 
w” CCN。 那么 对 任 一 w E 瑟 有 
(w,f— (Vv— TX))= (w’,f — (vV— Tu)) + wf- Cv- Tv)) 
= 0. 


“在 导出 最 后 一 一 式 时 ， 我 们 已 经 应 用 了 EM 这 -条件 。 因 此 ，。 


就 是 我 们 所 期 望 的 解 。 
证 毕 
记 N 为 Q*=I~7T* 的 鹤 空 间 ，M*=(N*)+。 我 们 有 
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系 A.1 2-Tx= 有 和解 的 充 要 条 件 是 /EM”。 
证 明 在 引 理 A.3 中， 用 T* 和 4M* 分 别 代替 了 和 及， 注意 
到 T= 卫 ， 就 可 立即 得 出 系 A.1。 
证 毕 
引 理 A.3 T,= 工 - 0" 是 全 连续 算 子 , 0" 的 零 空间 N。 也 是 
有 限 维 的 ， 且 CN。 
证 明 因为 z 
T=7—(T—-7T)"=CT -CIT t+ (1 TT", 
帮工 ,是 全 连续 算 子 。 从 而 0" = 了 -7T， 的 零 空间 是 有 限 维 的 。 又 
种 wwEN,， 那么 Qu=QO"u=0， 概 ENaye 
. 证 毕 
引 理 A,4 存在 一 正 整数 上， 使 得 对 任何 ?>8k，N= Nn， 而 
对 任何 <， 和 NSNziao 
证 明 首先 ， 我 们 说 明 ， 若 Ne= Wasa， 则 Vs= Ns。 事实 
上 ， 对 任 一 《4 ENr+2， 即 0= Qt?w= QOu， 那么 QuENane 
因 Nz = Ns; 所 以 Q"Qu= Ow=0, 从 而 推 得 zxENoa= Nno 
现在 我 们 用 反 证 法 证 明 引 理 A.4。 若 满足 引 理 A.4 的 结论 的 上 
不 存在 ,那么 , 存在 一 序列 {uw} ,其 中 ,ENnnsus ENS 和 us| = 1。 
因 了 是 全 连续 算 子 ， 我 们 可 设 {1Taw} 是 Cauchy 序列 (必要 时 , 取 
一 子 序 列 ) 。 另 一 方面 ， 当 n>>m 时 ， 
QO (Qunt+ Tun) = OM ut TO"un= 0 
由 此 可 得 Qu + TunENs。 青 则 ， 从 ws 的 选取 可 知 
Tu — Um) = Ur — (Qunt Tum)o 
上 式 右 端 是 一 直 交 分 解 式 ， 故 
Tus— Tun = usd + Ou, + Tunl’>1e6 
这 和 和 {Twn 是 Cauchy 点 列 相 蔬 盾 。 
证 毕 
146 


rtf 


那么 ， 按 照 - 


记 尺 积 玉 ” 分别 是 CQ 和 @x 的 值 域 。 
引 理 A.5 洪 = 有 H， 则 N= {0}。 : 
证 明 车 及 = 互 ， 且 存在 如 半 0， 使 得 Cu =0， 由 于 @ 的 值 

域 为 全 空间 ， 故 可 构造 一 序列 {4;}， 满 足 

~ Qus = uy (j = 1，…，)。 

两 边 分 别 作用 O 和 0 小 ， 可 得 ” 

Qu=Qiu1= = Quw=0 

和 . 

Qu = QF = "= Qu = ue0o 

这 意味 着 ， 对 所 有 的 j=1,.…，wj ENsns 但 EN 这 和 引 理 

A.4 相 予 盾 。 改 N= {0}。 

: 证 毕 
定理 A.2 六 = 互 的 充 要 条 件 是 六 = {0}。 
证 明 当 NN= {0} 时 ， 四 定理 A.l 知 ，Q*v=v 一 了 T*v= 了 ,对 

任何 f EN+= 了 且 有 解 , 故 O* 的 值 域 R*= 玉 。 根 据 引 理 A.5， 我 

们 就 有 N*=140}。 再 次 使 用 定理 A。 1 就 立即 导出 = 玉 。 相 反方 

向 的 结论 是 引 理 A.5 的 直接 结 二 。 

定理 A.3 NN 和 NN* 有 相同 的 维 数 。 . : 
证 明 首先 NN 和 NN* 均 是 有 限 维 的 。 不妨 设 ws 和 v1， 

“Us 分 别 是 NN 和 N* 的 单位 正 交 基 。 若 y >n， 我 们 将 导出 可 慎 。 
定义 一 新 的 全 过 续 算 子 。 


DOU = ro , 


Wau=u— Su= Out Pius) 
所 定义 的 算 子 琵 的 等 空间 只 有 等 元 素 。 事 实 上 , 因 Qu 和 vi(j= 
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lj;…,?) 正 交 ， 若 玉 Vw = 0, 就 可 推出 C@xz0 和 (xyai)=0C01=1， 
n)。 前 者 意味 着 zxEN， 抽 者 意味 着 xzEN+， 从 而 只 育 z=0。 这 
就 证 得 了 琅 的 零 空间 只 有 零 元 素 。 因 为 S 是 全 连续 算 子 和 一 有 限 
秩 算 子 之 和 ， 所 以 S 仍 是 全 连续 算 子 。 和 由 定理 A.2 知 矿 的 值 域 等 
于 全 空间 。 考虑 方程 本 4 一 van。 此 方程 必然 有 和 解 ， 设 其 解 为 ues 
那么 
ora P= (Qu, van) + Eu Cvsv0nn) = 0。 

这 和 vnn 为 单位 向 量 相 矛盾 。 这 就 证 得 vn。 

车 v< 之 xn， 那么 我 们 定义 

S*vy= Ty -Pv vu . 
重复 前 述 推理 ， 就 可 导出 相同 的 矛盾 。 因 此 ， 必 有 > = ?z。 
证 毕 

定理 A.4 存在 一 复 平面 C: 上 可 列 离 散 系 集 人 ， 使 得 ， 当 
4 EA 时， 方程 -4Tw=0 只 有 平凡 解 。 

证 明 显然, 仅 需 证 明 方 程 x- 47Tx“ 0 有 非 零 解 的 4 的 集合 人 
是 离散 的 。 设 {4,} 是 人 中 不 相同 值 的 序列 ， 对 应 1 的 菲 零 解 为 
un。 用 归纳 法 不 难 证 得 加 ,to 是 线性 无 关 的 。 记 BE, 为 {1s… 
ur} 玉成 的 线性 子 空间 。 用 投影 分 解 定理 可 找到 v, EE， ,vu EB 
且 lv,=1。 直 接 计算 不 难 推 得 (I -4T)E,CCE,.1。 
车 {4 是 可 列 有 界 集 ， 草 { non 存在 收 伍 了 序列 ， 不 妨 设 {TXhuus} 
为 Cauchy 序列 。 当 n>m 时 ,从 

Thabs— Anvm) = vn (CVs — ThVs) + A Tv) 
可 得 z 
JT hv — Th vm 有 
= vl:+ KU, — TA) + A THe F291e 
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这 和 {Thvn} 是 Cauchy 序列 相 了 矛盾 。 故 {sj 没有 有 限 聚 点 ， 邯 人 
是 复 平面 C: 上 的 离散 集 。 
复 平 二 地 


附录 B 抽象 函数 


我 们 将 介绍 抽象 函数 的 概念 和 某 些 简 单 的 性 质 。 读 者 将 会 看 
到 这 些 结果 均 是 通常 函数 的 概念 和 性 质 的 直接 拓 广 。 

设 B 是 Banach 空间 ， 了 是! 中 的 开 区 间 工 ,过 t 之 Ti。 映照 

f: J tl—>f(t) EB 

称 为 定义 在 J 上 了 色 值 于 Banach 空间 B 的 抽象 函数 。 当 B 是 复 平 
面 C! 时 ，f 就 是 常 义 的 复 值 函数 。 因 为 B 和 R! 均 有 线性 拓扑 结 
构 ， 我 们 可 以 自然 引进 连续 和 导数 的 概念 。 设 t,o€ (To。，T1)， 若 
当 |t-t6]->0 时 ， 有 [AD 一 了 (to0)j>0， 则 我 们 就 说 了 (0) 在 6 点 
连续 ; 大 了 在 (To, 工 ) 上 点 点 连续 ， 则 称 J 是 了 上 的 连续 函数 ， 
记 为 1 EC C(I,，B8)。 义 若 存 在 xE€ B， 使 


tt 0 ( 当 h->0)， 


则 称 在 t 点 可 导 ， 且 导数 了 (to) =x。 如 果 了 (1) ECC(7,B), 那 
么 我 们 就 称 f 在 7 上 一 次 连续 可 微 ， 记 为 f(1) EC1(CJ,B)。 以 - 
此 类 推 ， 可 定义 大 次 连续 可 微 和 光滑 的 概念 。 在 上 述 的 定义 中 ， 
(To 可 被 [To，7)，(To，T 品 或 LTo，7i] 所 代替 ，7 也 可 被 
R" 中 任 一 开 集 所 代替 ， 从 而 也 可 有 相应 的 偏 导 数 概念 。 

车 f(t) EC([T。，T11,B;， 像 通常 函数 的 Riemann 积分 那 
样 ， 我 们 可 定义 


工 1 加 | 
| ft)dt= lim ft) irn— ts), 《(B.1) 


maxjA 1! x1 
逐 字 逐 句 地 重复 常 义 下 的 Riemann 积分 的 推理 , 日 注意 到 B 的 完 
备 性 ， 不 难 证 明 (B. 1) 右 端的 极限 是 存在 的 ， 而 且 此 极限 和 分 割 
无 关 。 同 时 也 可 导出 
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| ealsj te las (B.2) 


下 面 , 我们 设法 推广 Riemann 积分 的 概念 。 为 此 必须 引进 可 
测 的 概念 。 设 7 是 有 限 个 不 相交 的 可 测 子 集 { 瑟 中 (k=1, ,ko ) 
的 并 集 ， 且 

f(1) =xeEB， 当 IEBE (k=1,.,ko), (B.3) 
则 我 们 称 三 (为 抽象 阶梯 函数 。 显然 ， 抽象 阶梯 函数 的 全 体 构 成 
一 线性 子 空间 。 | 

定义 B,1 设 f(t) 是 定义 在 上 取信 于 Banach 空间 8 的 抽 

象 函数 。 若 存在 一 抽象 阶梯 函数 列 {j,(i}， 满 足 
C2) 一 了 (2) ->0(n~>co) 在 本 中 几 平 处 处 成 立 
则 我 们 称 f(1) 为 强 可 测 函 数 。 . 

由 7 上 抽象 连续 函数 的 性 质 可 推 得 ， 抽 象 连续 函数 必 是 强 可 
测 的 。 又 由 定义 B.1 可 知 ， 强 可 测 抽象 函数 Fi) 的 范 数 上 (tJ 是 
7 上 的 Lebesgue 可 测 函 数 。 对 于 抽象 阶梯 函数 f(t)， 我 们 定义 


| fd 一 x CE) 9 (B.4) 


式 中 CBE 表示 集合 本 的 测度 。 从 (B. 人 立即 可 得 
| 辆 f(tdt | IC (B.5) 


定义 B.2 设 f(t) 是 强 可 测 的 抽象 函数 ， 上 有 lf DELHU), 
那么 我 们 称 FGt) ELK(J，B)。 

根据 定义 B.2，7 上 的 连续 的 抽象 函数 和 抽象 阶梯 函数 均 是 
并 0， 训 中 的 元 素 。 又 着 7 在 了 上 几乎 处 处 到 罕 值 ， 则 称 ft) 
为 工 上 07， 呈 ) 中 的 零 元 素 。 

定理 B.1 在 在 Li(],B) 一 上 B 的 线性 连续 映照 8B， 使 


GD) 当 ft ECOB)N, op=|, fa 
Te 
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(2) 当 f() 为 抽象 阶 培 函数 且 满 足 (B,3) 时 
Df) = 3 x (Bh) o 
k=l 


9( 有 被 称 为 抽象 函数 的 Bochner 积分 ， 记 为 | fat. 


证 明 首先 对 任 一 抽象 阶梯 函数 /(1)， 如 (B.4) 之 右 端 所 述 
定义 BB(f), 改 (2) 自 然 满 是 。 现 设 1(i) ELMJ，B), 即 f(t) 强 可 
测 ， 且 |1fC)1 属 于 工 1(7])。 由 定义 B.1， 我 们 可 找到 一 抽象 阶梯 
泛 数 列 {fn(2)}， 先 得 此 CD 一 了 (2) 1->0，(r->oo0), 在 上 几 平 处 
处 成 立 。 由 此 ， 我 们 构造 一 新 的 抽象 阶梯 函数 列 


falt) DNDN + 二 
fo-| 


( 卫 ,6) 
、 1 ， 
6 当 ADI>IAONL+): 


显然 ，{7,(i)} 是 抽象 阶梯 函数 列 ， 在 了 上 几乎 处 处 有 满足 
上) — £6) 0(n->00) (B.7) 
且 


RO IAINE Ee) (B.8) 


因为 了 (1) 一 了 (4) 仍 是 抽象 阶梯 函数 ， 故 按 (B,4) 可 计算 (7,01) 
一 了 m(t)) 的 Bochner 积分 ， 且 从 (B,5) 可 得 


i (Ft) — Ft)ai) 
<| (一 天 tdt 
TL T: . 
<| 外 7) — f(t) iat | fmt) — ft) dit, (B,9) 
因 (B.9) 的 第 一 个 积分 中 的 被 积 照 数 序列 几乎 处 处 趋 于 零 ， 又 从 
(B.8) 可 知 | 六 -了 了 00)] 志 3jf0Q)4EL1(J), 那么 由 Lebesgue 控 
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制 收敛 定理 可 推出， 当 no 时 , (B.9) 的 第 一 个 积分 趋 于 零 。 
同样 可 证 得 : 当 m 习 co 时 ，(B.9) 第 二 个 积分 也 趋 于 零 。 从 而 


证 得 人 7,(t) qj 是 中 的 Cauchy 序列 。 由 是 的 完备 注 ， 必 存 
在 -xYEB 是 此 序列 的 极限 。 我 们 定义 
0(f) = GE 
显然 , 它 还 满足 
oa 
<liml| F(a 
<lin| 好 -a 
=| lf at (B.10) 
现在 测 下 要 证 明 的 是 ,这样 的 定义 和 序列 {f(t)} 的 选取 无 
关 。 若 有 另 一 抽象 阶梯 函数 列 {gu( 区 }， 也 在 上 几乎 处 处 满足 
jg(t) 一 J) ->0Cn->o0), 则 按 (B.6) 所 定义 的 新 函数 列 ge (1) 也 


在 7 上 几乎 处 处 满足 
gn(t)— f(t) N00 (n>o) 


和 z 
~ 1 
PAGIE ANOL EEE 


那么 ， 重 复 前 面 的 推理 ， 有 
Fac -800) 8 
<|. 1¥,(t) — gCt) lat 
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< 全 上 (it) ~ £0) Tct+ 人 If (1) -gt lat, 
:0 


当 n ->co 时 ， 该 式 右 端 趋 十 零 。 因 此 ， 我 们 证 得 前 面 所 定义 的 积 
分 值 与 序列 的 选取 无 关 。 

映照 5 满足 条 件 (1) 是 明显 的 ,事实 上 ,车 f(t) EC([LTo, 了 Tj， 
| B) 令 ,f(t) = 了 (2) 当 Mt Ets txi1) 时 《这 里 =1,*…,n)， 
[f CG¥) | = epeetillf (i) | ， 


上 且 #=To, t=Tot DT To) 在 B 的 拓扑 下 ,f(t) 点 点 
收 化 于 ft) ( 事实 < 上 还 一 致 收 和 化 ) ， 且 
| fadt= Tf) ten ts) 


这 就 是 (B.1) 中 f(t) 的 Riemann 和 。 因 此 抽象 连续 函数 六 tt) 的 
Bochner 积分 就 等 于 其 Riemann 积分 
: 证 毕 
定理 B,2 设 G 是 Banach 空间 B| 吧 Banach 室 间 B; 的 线 
性 连续 算 子 。 若 f(t) EL'NJ,B),， 则 G(f())EL1(J,B;), 且 
cl, ft)at= 全 efcpdt (B.11) 
了 0 To , 


证 明 设 f(1)EL'(J,B), 那 么 存在 抽象 阶梯 函数 列 {f,(t)}， 
满足 | 一 了 (2)1->0(n 一 oo) 在 上 几乎 处 外 成立， 且 jf,()]j 志 


fz) (1 + 二 )， 由 定理 B.1 知 


|> f(t)dt = tim| fdr, 


是 B1->Bs 的 线性 连续 算 子 ， 那么 由 抽象 阶梯 函数 的 积分 定 
文 ， 不 对 四 出 


Ti Ti 
c| fdt= | CCt)dt .(B.12) 
To To 
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从 @ 的 连续 性 即 可 导出 
imG| fuCt)dt =G| fai, (B.13) 


男 一 方面 ， 

Gf —- GF DTSETGL fst) -fi >0(n—>00), 
在 7 了 上 几乎 处 处 成 立 ， 故 Gf(t) 是 强 可 测 的， 而且 jGf D1< 
GJlfGQ)1EL17)。 因 此 我 们 证 得 Gf(t) EL! (7 ，B;)。 重复 定 理 
B.1 的 推理 ， 就 有 


Tl ~ fri 
lim| Gf, a=| Gf t) dt, (B_14) 
To To 


结合 (B,12) 和 (B.14)， 就 证 得 (B.11)。 
z : 证 毕 
注 B.1 若 f() ELi(J,B)， 定 义 f 的 范 数 为 
lem = | fe Haas, (B.15) 
那么 我 们 可 以 证 明 L1(J] 8) 是 一 Banach 空间 ， 且 C*《(] ,8) 在 
L1(J,B) 中 称 密 。 
注 B.2 若 f(#) 是 强 可 测 的 ,f(sEL7(]),1<P<+o%， 
记 这 种 函数 的 全 体 为 L?(],B)， 则 它 也 是 Banach 空间 ， 其 范 数 
为 
flee.m= (| cs) 2a 六 
Cs(],B) 按 此 范 数 在 5L”(],B) 中 也 是 称 密 的 。 
在 实际 应 用 中 B 经 常 取 为 Soboley 空间 万 "(Q)， 这 里 只 为 及 
中 具有 光滑 边界 的 开 区 域 。 以 下 我 们 将 对 B = 1(Q) 的 情形 证 明 
注 B.1 的 断言 ， 而 对 B 为 一 般 的 Banach 空间 的 情形 ， 证 明 这 一 
断言 没有 任何 新 的 困难 。 
定理 B.8 工 '(],L1(9)) 在 范 数 (B.15) 下 是 完备 的 ， 且 C? (0) 
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是 其 秽 密 于 空间 。 

证 明 我 们 先 证 完备 性 。 设 攻 疡 (} ELI(J,Li(0)) 是 Cauchy 
序列 。 由 定理 B,1 知 ， 不 和 失 一 般 性 ， 可 设 f,() 为 抽象 阶 杨 涵 数 ， 
我 们 从 中 选取 了 和子 序列 {fmt)}， 沙 中 

全 fa C2) — fm Ct) todt < 当 人 之 n4 》 (B.16) 
(k= 1,…，) 记 
wm(t) = 人 oa) 一 六 Ct) 1:(o)， 


那么 ，S, (1) 是 7 了 上 单调 增加 函数 列 ， 且 S, (1) 在 上 的 积分 一 至 
有 界 。 那 么 根据 Fatou 引 理 ， 有 
LiCJ )SS() = limSn (1), 在 7 上 几乎 处 外 成立 (B.17) 


由 (B.17) 知 ,在 7 上 ,除去 一 零 测度 集合 的 1, 存 在 f(t) EL1(9)， 
使 fm.(t) 一 f(4)(L!'(Q))。 又 因为 


Kl 
jf nz) ao lf C2) ic9) 十 和 和 wa 一 广 上 ) jxe) 


< Do +S(t) EEL, 


故 
fC) (wo) |f,, C2) | ro， 十 S(t)。 


从 而 f(y) ELII, 工 (8)), 现 在 (B.16) 中 ,用 fw(2) 代 f(t)， 再 
利用 Lebesgue 控制 收 全 定理， 今 zi 一 co 就 得 

| ft) -£0 amare 

这 就 证 得 了 工 (7,IHQ)) 的 完备 性 。 

现 证 C3(O) 在 工 !(7 LSQD)) 中 的 稠密 任 。 由 定理 B.1 知 , 若 

f(t) ELIJ,L'Q))， 则 存在 抽象 阶梯 函数 列 {f,(z)}, 满足 f,(1) 

一 fCLIO,L1(Q))。 因 (1) 也 是 51(0) 中 的 元 素 ， 册 C*(O) 

,在 L1(Q) 中 的 称 密 性 ， 人 们 可 找到 一 遂 数 列 { 了 ,(t)}EC>(O), 使 
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1 
2 ® 


1 -fc era)= Na) -fa hao, 


从 而 (~ 和 (CI7 ICQ)))。 

注 B.3 因为 在 C?(0) 上 ,1(J, 51Q)) 的 范 数 和 1(Q) 的 
范 数 相等 ， 而 C3(O) 在 这 两 个 空间 中 均 稠 密 ， 故 我们 可 以 认为 这 
两 个 空间 是 相同 的 ， 这 里 ， 实 际 上 是 指 工 (7, ZLS)) 与 工 !(O) 分 
别 关 于 它们 零 元 素 集合 所 作出 的 商 空间 是 相同 的 。 但 是 ， 应 当 指 
出 ，Z47, ZIQ)) 中 的 零 元 素 看 成 CO=7JxQ 上 的 函数 时 可 能 不 
是 Lebesgue 可 测 的 ， 因 此 不 能 认为 它 是 在 Q 上 几乎 处 处 为 零 的 
函数 。 而 任 一 L1(] ,LL!(Q)) 中 的 元 素 ， 在 加 上 某 个 零 元素 后 ,就 
可 成 为 CO 上 的 Lebesgue 可 积 函 数 。 当 我 们 把 LJ,L'(Q)) 的 元 
素 说 成 属于 乡 /(C) 时 , 都 是 指 在 上 述 意 义 下 将 地 7 ELR)) 元 素 
看 成 ZLO) 申 的 元 素 ， 然 后 作为 C?(Q) 上 的 广义 函数 。 

注 B.4 在 同样 意义 下 ,我 们 可 以 把 L2(],L2(8)) 和 上 2(Q) 
等 同 起 来 。 而 且 从 范 数 表达 式 可 知 ，&(iD) EL(],H"(8)) (tm 为 
非 负 整数 ) 的 充 要 条 件 是 ，uE€L*(Q)， 且 对 所 有 满足 jej 志 区 的 
重 指标 a ， 有 92uE€L(@)。 
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